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RESUMEN 



En este trabajo se analizan dinamicamente distintas teorias 
masivas de spin 1 y spin 2, mostrando su equi Valencia (entre teorias 
de igual spin) y su analogia (entre teorias de spin distinto). Se 
muestra una equivalencia canonica entre la teoria de spin 2 au- 
todual y la teoria de gravedad Masiva Vectorial de Chern-Simons 
linealizada. Se introduce una teoria gravitatoria masiva curva, que 
no es invariante Lorentz en el espacio tangente, pero si ante difeo- 
morfismos. Se analiza la posibilidad de rotura de simetria en la 
teoria de spin 1 Topologica Masiva, y en las teorias de spin 2 ma- 
sivas Topologica Masiva y vectorial de Chern-Simons linealizadas. 
Se estudia el comportamiento anyonico de las distintas teorias de 
spin 1 y spin 2, consiguiendo el analogo gravitacional de la teoria 
de Chern-Simons vectorial pura. 
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Capitulo I 



INTRODUCCION 



El estudio de teorias vectoriales y tensoriales en dimension 2+1 
(2 espaciales + 1 temporal) estuvo, inicialmente motivado por su 
conexion con el comportamiento de modelos, en 3+1 dimensiones, 
a altas temperaturas [1]. Sin embargo, en la actualidad, la fisica 
planar (en 2+1 dimensiones) posee un interes real intrmseco, ya que 
presenta caracteristicas propias que hacen sumamente atractivo su 
estudio y analisis en el contexto de la teoria cuantica de campos. 
Inclusive, al nivel mas fundamental se ha propuesto que a una es- 
cala planckiana los grades fisicos de libertad observables podrian 
ser major descritos por una red bidimenional que evoluciona con 
el tiempo [2]. En esta dimension espacio-temporal aparecen natu- 
ralmente y exclusivamente los "anyones" [3], o particulas con spin 
y estadistica distintos a los que estamos acostumbrados en 3+1 
dimensiones. Estas particulas podrian tener aplicaciones en fisica 
de la materia condensada [4,5]. En otro or den de ideas, la grav- 
itacion en 2+1 dimensiones es claro que tiene que jugar un papel 
importante en el estudio de fenomenos donde esten involucradas 
cuerdas cosmicas [6]. 

Las diferencias entre 2+1 y 3+1 dimensiones, empiezan a no- 
tarse si miramos las representaciones del grupo inhomogeneo de 

Lorentz, o grupo de Poincare, en 2+1 dimensiones [7]. Si P'^ rep- 
resenta al generador de las traslaciones y M"'"^(= -M""") al gener- 
ador de las transformaciones de Lorentz, el algebra de Poincare, 
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en 2+1 dimensiones, es 



= 0, 

[J"^ , r] = ie'^''^ Ji, 



(l,a) 
(l,b) 
(l,c) 



donde J"" = (1/2)£"'"^^M„; , se introduce por la antisimetna de M""^. 
Mirando el sector del grupo de Lorentz l\ (grupo propio, or- 
tocrono), observamos que J° es el generador de las rotaciones es- 
paciales y -SijP {sij = e*-'' = e°^^,i,j = 1,2) genera los "boosts" en 
la direccion X\ (l,c) representa al algebra del grupo de Lorentz 
S0(2,l) y es isomorfa a la del grupo SL(2,r) por lo que estos 
grupos admiten el mismo grupo de recubrimiento. 

En 3+1 dimensiones las representaciones irreducibles estan car- 
acterizadas por los autovalores de los casimires PmP'^ y WmW^ , 
donde Wm = (l/2)emnri P'^M'''- es el vector de Pauli-Lubanski. En 
cambio para 2+1 dimensiones el invariante de Pauli-Lubanski es 
un escalar (£^„/P'^M"' = 2P'^Jm) • Asi, las representaciones masivas 
estan caracterizadas por los autovalores de PmP'^ y PmJ"^ [8] 



En (2,b) no hay ninguna restriccion sobre el valor de S, que repre- 
senta el spin o "helicidad" de la representacion. Este hecho marca 
una gran diferencia con la contraparte en 3+1 dimensiones donde 
el autovalor del invariante de Pauli-Lubanski es -m^SiS + 1) con 
S e "|Z" (conjunto de los multiplos enteros de (1/2)), debido a la 
no abelianilidad del grupo de rotaciones en 3 dimensiones espa- 
ciales. En cambio, el grupo de rotaciones en el piano es abeliano, 
por lo que no hay restricciones para los autovalores del momento 
angular y, por ende, del spin. 



(P^P- + m2)V; = 0, 

{PrnJ"^ - mS)^ = 0. 



(2,a) 
(2,b) 
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En (2) observamos que para representaciones con masa nula, 
S no esta bien definido. Sin embargo, existen dos realizaciones 
de estas representaciones con masa nula. Estas son la teoria de 
Maxwell, que es equivalente a la de un campo escalar, y la de 
Dirac, con espinores de dos componentes [7,9]. Para teorias con 
tensores de mas alto rango no hay excitaciones con masa nula. 
Existen analisis rigurosos donde se encuentra que las particulas 
creadas por campos localizables en regiones compactas poseen spin 
5 e "|Z", y se cumple el teorema spin-estadistica. Esta restriccion 
no existe para campos no localizables en regiones compactas, ni se 
obtiene informacion precisa respecto a la estadistica [10,11]. 

En 2+1 dimensiones las transformaciones impropias de pari- 
dad, P, e inversion temporal T estan definidas como 

P:{t,x,y) — >{t,-x,y) ; T:{t,x,y) — > {-t,x,y), (3) 

donde observamos que P no corresponde a la inversion espacial, 
como en 3+1 dimensiones. Esto se debe a que en el piano hacer 
inversion espacial es equivalente a una rotacion. J° es sensible a 
P y T, por lo que bajo estas transformaciones S ^ -S, y puede 
probarse que el spin en 2+1 viola P y T [12]. Si quisieramos 
tener una teoria invariante bajo estas transformaciones discretas 
debemos tener presentes pares de particulas de igual masa y spines 
opuestos. 

En vista de lo expuesto anteriormente, si queremos una teoria 
de spin 5' 7^ 0, esta debe ser necesariamente masiva, y si describe 
una sola excitacion masiva, la teoria violara P j T. Para los ca- 
sos de spin 1 y 2, sucede que podemos sumarle a las acciones de 
Maxwell, S'm , y de Einstein, Se , respectivamente, un termino Stm , 
de caracter topologico, y asi obtener una teoria masiva, consistente, 
con spin 16 2 segiin el caso. Estos terminos estan relacionados con 
las clases caracteristicas de Chern-Simons, de ahi la denominacion 
de terminos de Chern-Simons; ademas, violan P j T. A las teorias 
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resultantes se les llama teorias topologicas masivas (TM) del spin 
correspondiente [13,14]. Estas teorias tienen, respectivamente, las 
mismas simetrias que Sm y Se- 

Para la teoria TM vectorial (spin 1) y la gravedad TM lin- 
ealizada (spin 2) tenemos una formulacion equivalente de caracter 
autodual (AD). Para el caso de spin 1, la ecuacion de movimiento 
de la teoria autodual es como la "raiz" de las ecuaciones de Proca 
para el campo vectorial [15,16]. Para el caso de spin 2 [17,18,31] 
las ecuaciones son como la "raiz" de las ecuaciones de Fierz-Pauli. 
Estas teorias autoduales son equivalentes como teorias libres a las 
correspondientes teorias TM. Para spin 3 y 4 tambien es posi- 
ble construir teorias masivas de caracter autodual [19,20]. Estas 
formulaciones autoduales estan relacionadas con una formulacion 
relativista reciente de anyones [8]. Es posible, tambien construir 
"acciones maestras" para spin 1 [16] y spin 2 [18] las cuales sobre 
las ecuaciones de movimiento ( "on shell" ) se reducen a las acciones 
AD o TM, respectivas. 

Volviendo a los anyones, aunque todavia no existe una teori- 
a de campos definitiva que describa particulas con estadistica y 
spin fraccionario, resulta interesante estudiar teorias donde las 
particulas bosonicas o fermionicas adquieren spin y estadistica frac- 
cionaria a traves de un mecanismo extern© . Un ejemplo de esto 
es el modelo que resulta de acoplar minimalmente particulas car- 
gadas con un campo electromagnetic© y tener adicionalmente un 
termino de Chern-Simons (CS) [10,21,22]. En este caso el termino 
de CS hace que las particulas se "vean" como puntos singulares 
del flujo magnetic©, y el generador de las rotaciones adquiere una 
contribucion determinada por el acoplamiento con el termino de 
CS [23]. Este cuadro es igual al que aparece cuando se estudia 
la mecanica cuantica de dos anyones con parametros estadistico 6 
[65]. La fase del efecto Aharanov-Bohm resulta ser proporcional a 
9. Se dice, entonces, que la estadistica y spin del modelo han sido 
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implement ados dinamicamente, y se hipotiza que este efecto pueda 
proveer las bases de una explicacion teorica de la superconductivi- 
dad a altas temperaturas criticas [24,25]. 

En el caso de acoplamiento con teorias de gravedad lineali- 
zada, basandonos en la similitud que existe entre la accion no re- 
lativista de una particula cargada en un campo electromagnetico 
y la accion no relativista de una particula masiva en un campo 
gravitatorio debil [26], podemos definir el analogo gravitacional 
del punto de flujo magnetico y tendremos lo que se conoce como 
efecto Aharanov-Bohm gravitacional [27,28]. Este analogo gravi- 
tacional fue analizado recientemente [29,30], en el contexto de la 
gravedad TM linealizada. Sin embargo, la analogia con la teoria 
TM vectorial se obtiene en determinados casos. Queda abierto, en 
la actualidad, el problema de poder implementar estadistica y spin 
fraccionarios a nivel exacto, curvo. 

Relacionado con la implementacion dinamica de spin y es- 
tadistica fraccionarios, tenemos el hecho de que cuando hay rotura 
espontanea de simetria, no es posible esta implementacion [32,33]. 
De manera que, resulta importante, entre otros aspectos, ver la 
viabilidad fisica de poder romper las simetrias de las acciones de 
spin 2 masivo, y su repercusion en el comportamiento anyonico de 
las teorias, viables, asi obtenidas. En el caso vectorial al romper 
espontaneamente la teoria de CS pura nos queda en la parte vec- 
torial la accion autodual, para la teoria TM nos queda, en cambio, 
una teoria de 

Proca con un termino de CS que describe dos excitaciones 
autoduales con masas distintas [34] . Para teorias de spin 3 esto se 
ha hecho, encontrando estrecha similitud con los casos vectoriales 
[20]. 

En este trabajo, se estudian teorias masivas de spin 1 y 2 
desde un punto de vista comparativo, mostrando que los distintos 
fenomenos fisicos que ocurren en las teorias de spin 1 tienen una 
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analogia uniforme en spin 2. Presentamos la teoria curva que 11a- 
mamos Gravedad Vectorial masiva de Chern-Simons (VCS) cuya 
teoria linealizada aparece como analogo de la teoria TM vecto- 
rial. Ademas, encontramos el analogo gravitacional de la teoria de 
Chern-Simons pura vectorial en el contexto de la implementacion 
dinamica de anyones. Por ultimo mostramos que solo en la teoria 
de gravedad VCS linealizada podemos romper consistentemente las 
simetrias que esta presenta, a diferencia de la teoria de gravedad 
TM linealizada donde no es posible hacerlo. 

La organizacion es como sigue en el capitulo II analizamos las 
teorias de spin 1 masivo y las posibles equivalencias entre ellas. En 
el capitulo III realizamos un analisis analogo, mas extenso, de las 
teorias de spin 2 masivo. Parte de los analisis dinamicos hechos 
para spin 1 y spin 2, son hechos heuristicamente usando los proyec- 
tores que se introducen en el apendice B. Ademas, mostramos una 
equivalencia canonica entre la accion autodual de spin 2 y la accion 
de la gravedad VCS linealizada, se analiza su posible conexion 
canonica con la teoria TM linealizada. En el capitulo IV presen- 
tamos la accion curva de la gravedad VCS. En el capitulo V, 
miramos las teorias con rotura de simetria correspondientes a la 
accion TM vectorial, VCS linealizada y TM linealizada. Encon- 
tramos que en este ultimo caso, este proceso no es consitente. Por 
ultimo, en el capitulo VI estudiamos el comportamiento anyonico 
en teorias vectoriales y de gravedad linealizada. Observamos que 
permitiendo acoplamientos no minimales los parametros de com- 
portamiento anyonico son radicalmente distintos. 



Capitulo II 

TEORIAS DE SPIN 1 MASIVO 



Las teorias de spin 1 masivo, por ser mas tratables que las de 
spin 2 masivo, resultan un laboratorio muy conveniente antes de 
abordar los problemas que querramos estudiar. En este capitulo 
analizamos tres teorias de spin 1 masivo que son equivalentes como 
teorias libres. Estas ya ban sido presentadas y analizadas anterior- 
mente [13-16,35,36], sin embargo damos aqm un analisis personal 
de ellas, el cual nos servira de base al abordar el analisis de las 
teorias de spin 2 masivo. 
1.- La accion autodual 

La accion de Proca, es la usual 

Sp =< - ^m^ara^ >, (1.1) 

con ecuaciones de movimiento 

d^Fmn-m^an^O, (1.2) 

las cuales aseguran que se cumple la condicion de Lorentz d'^am = . 
Las dos componentes independientes que quedan corresponden a 
las excitaciones que se propagan en esta teoria. 

En D = 2+1 es posible hallar la "raiz cuadrada" de la ecuacion 
(1.2), esta es [15] 
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±em^"'dian - mam = 0. (1.3) 

La ecuacion (1.3) implica, igualmente, que d'^am = 0. Covariante- 
mente, usando los proyectores* P±m'^ = ^(P^'" ±^^") , la reescribire- 
mos como 

[±rf/2(P+^- - P-m^ - m{P+m^ + P_^")]a„ = 0, (1.4) 

donde hemos usado el hecho de que es transverse. Esta ultima 
ecuacion, debido a que los P± son "ortogonales" , es equivalente a 

±(□1/2 T m)P+„"an = 0, (l.5,a) 
±(rf/2±m)P_„"a^ = 0, (l.5,b) 

de donde observamos que el signo "mas" ("menos") en (1.3) co- 
rresponde a una excitacion fisica de masa m y spin +1(-1). 

Decimos que un campo vectorial que verifica (1.3) es auto- 
dual. A la accion que tiene a la condicion de autodualidad como 
ecuacion de movimiento se le denomina accion Autodual {AD) de 
spin 1. Esta es [15] 

777- 

Sad = -pr < arS^'^^ dmO-n — rna^aj. > . (1.6) 

La accion Sad^ a diferencia de la de Proca, es sensible a paridad 
(P) e inversion temporal (T) debido a la presencia del termino de 
CS [14]. El signo del termino -rr^aro!' debe ser el que tiene en 
la accion, ya que si lo cambiamos daria origen a un hamiltoniano 
no definido positivo. Sin embargo el termino de CS puede tener 
cualquier signo, este determina la helicidad de la propagacion, tal 
como mostramos en (1.5). Una manera de construir un sistema 
invariante bajo P y T es tomar una accion, con dos campos de 

Ver apendice B 
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calibre ai^ y a2m, donde el termino de CS para cada campo de 
calibre tenga signo distinto y definir P y T de forma que incluya 
un cambio de los 2 campos [35]. 

Po demos mirar, rapidamente, la accion reducida de Sad • Des- 
componemos en 

ao = a, (l.7,a) 
tti = SijdjoF + dia^ . (l-7,b) 

Al hacer la descomposicion 2+1 de Sad , aparece un vinculo cuadra- 

tico asociado a ao que resolvemos 

a = — Aa^, (1.8) 
m 

al sustituirlo nos lleva a la forma 

S=\< -2mAa^d^ - Aa^Aa^ + rn^{a^l^a^ + a^Aa-^) > . (1.9) 
Haciendo las redefiniciones 



Q = (-A)i/2a^ (l.lO,a) 
7r = m(-A)i/V (I.10,b) 

llegamos a la forma final de la accion reducida 

S^^D^ =< ttQ - ^TTTT - ^Q{-A + m')Q > . (1.11) 

De esta ultima relacion observamos que la excitacion es masiva, 
con masa m. Ademas distinguimos la densidad hamiltoniana H, 
en funcion de las variables independientes, pues C^ad^ pq-H. No- 
tamos, entonces, que: 1) H es definida positiva, 2) si cambiamos 

el signo de en Sad terminaremos con una H no definida posi- 
tiva, 3) el termino de CS puede tener cualquier signo ya que H es 
invariante si cambio m por -m. 
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2.- La accion Topologica Masiva vectorial 

Esta teoria de spin 1 masivo es el centre de las otras teorias 
que aqui presentamos, ya que estas teorias por ser equivalentes a 
ella son tomadas como teorias alternas para la descripcion de spin 
1 masivo. La denominacion de Topologica proviene del hecho que 
el termino de CS tiene un significado topologico. Ademas, tiene la 
particularidad que el campo de calibre adquiere masa sin perder la 
invariancia de calibre usual. La accion TM es [13,14] 

Stm = 1< -Ur + 2/,£^-"a^a, - ixars'-'^^dman > . (2.1) 

Esta accion es invar iante bajo las transfer maciones de calibre 6am = 
dm^ , 5fm = . Sus ecuaciones de movimiento 



r = e'-^^dman. (2.2,a) 
£""^"a^/n - //£™"a^a^ = 0, (2.2,b) 

nos conducen al sistema de ecuaciones, de segundo or den, para 

a^F-^ a^a„ = 0. (2.3) 
La helicidad de la excitacion se obtiene si reescribimos (1.6) como 

tXP^rr^ + P-rr^) - fiO'/^P+m' - P-m^W = 0. (2.4) 

Si tomamos el calibre de Lorentz d'^am = 0, es inmediato notar que 
la excitacion tiene masa /i y spin +1. Un tratamiento mas riguroso 
[14] nos muestra que el spin de la excitacion es 

Si hacemos la descomposicion 2+1 de S'tm, tendremos que /o 
y ao son multiplicadores de Lagrange asociados a los vmculos 



/o = Aa^, 



(2.5,a) 
(2.5,b) 
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donde (2. 5, a) es el vinculo cuadratico asociado a /o y en (2.5,b) 
es la parte transversa de fi en el mismo espiritu de (1.7). Al 
sustituir (2.5) en la accion llegamos a 

4^^) = 1 < -2/^ Ad^ - Aa^Aa^ + A/^ + ^i'^a^Aa^ > . (2.6) 

En (2.6) no aparece a^, que representa la componente de ai sensible 
a los cambios de calibre. Haciendo las redefiniciones 

Q^(_A)V2^T (2.7,a) 

TT ^ (-A)i/V'' (2.7,b) 

llegamos a 

s^TM =< - - iQi^ + f^')Q (2-8) 

que es identica a (1.11). Observamos que la excitacion es masiva, 
con masa n y tiene energia definida positiva. El signo de /i no 

afecta el resultado. 

La estructura de (2.6) es explicitamente invariante de calibre. 
Podemos escoger el calibre + 

= -/^ (2.9) 
A* 

y, entonces, la accion (2.6) es identica a (1.9). Esta equivalencia 

entre la accion autodual y la TM fue reportada con anterioridad en 
el contexto de las acciones reducidas [16] y tambien en el contexto 
del formalismo canonico donde se observa que la accion autodual 
corresponde a la TM con el calibre fijado [36]. 



* Si partimos de (2.6) con el procedimiento canonico, resulta que el vinculo que genera 
las transformaciones de calibre es — donde es el momento conjugado de . 
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3.- La accion de Hagen 

Otra forma alterna para describir spin 1 con invariancia de 
calibre constituye la accion propuesta por Hagen [37] 

Sh =< -\nr + e'^'frdsat - |e'"^*a,a,at - ^s^^'frdsft >, (3.1) 

donde ar y f son independientes, A es un parametro numerico. 
Observamos que la particularidad que tiene Sh es que se agrega un 
termino,parecido al de CS, construido con el objeto fr, que puede 
pensarse como el dual de Fmn = dmo-n - dno-m , aunque las ecuaciones 
de movimiento indican que no es exactamente asi 

-r + e'^^'dsat - -e-'^'dsh = 0, (3.2,a) 
e'^'dsft - f^s'-^'dsat = 0. (3.2,b) 

Cuando A = es el dual de Fmn, pero este es el limite donde 
Sh\\=o = Stm ■ La accion Sh es invariante bajo las transformaciones 
de calibre 5am = dmC, ^fm = 0. Analizando covariantemente las 
ecuaciones (3.2), observamos que fr es transverso. Tomamos el 
calibre dra"" = , ya que la parte longuitudinal de no aparece en 
las ecuaciones. Asi podemos reescribir (3.2) como 

-{P+ + P^)m'^fr+n^/\P+ - P-)m'ar + 

-^KP+ - P-)m'fr = 0, (3.3,a) 
n'/\p+ - P-Wfr - ijn'/\p+ - P-War = 0. (3.3,b) 

De estas ecuaciones obtenemos 

P±m"/r = ±(1 - X)D'^^P±m''ar, (3.4) 

con lo que queda fr completamente determinado. Volviendo a 
(3.3,b) 
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□1/2[(1 - A)(P+^^ + P-mnn'/' - IliP+m'- - P-mlK = 0, (3.5) 

de donde observamos que tenemos una excitacion masiva de masa 
///(I -A) y spin + 1. Ademas, el signo de (1-A) influye en la deter- 
minacion de la helicidad que se propaga (aqui estamos suponiendo 
1 > A ) . Este signo no influye en la positividad de la energia. A = 1 
constituye un valor singular. 

La accion reducida se obtiene analogamente a los dos casos ya 
presentados. /o y ao son multiplicadores asociados a los vmculos 



= iia^ , (3. 6, a) 

/ = (1 - A)Aa^, (3.6,b) 

Al sustituirlos en la accion, esta queda explicitamente invariante 
de calibre (no depende de a^) 



gired) ^ 1 ^ _ A)2Aa^Aa^ + /^A/^ + +i?a^/\a^ - 2(1 - A)/^Ad^ >, 

(3.7) 

y definiendo 



(5 = (l-A)(-A)i/2a^, (3.8,a) 

7,= (_A)V2jL, ^3_g^b) 

llegamos a 

8%'^'^ =< nQ - Inn - ^Qi-A + {j^/)Q >, (3.9) 

que es igual a s!flf con masa |u/(l - A) . 

Si A — > 1 en (3.7), tendremos que la accion resultante no aporta 
ninguna dinamica a los campos. En la accion (3.9) observamos 
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que la energia es definida positiva. Esto no depende del signo de 
que solo determina la helicidad de la excitacion. La equiva- 
lencia con Stm se observa si en el proceso de reduccion cambiamos 
A* y (1 - ^)(^^ por • La equivalencia con la autodual es 
inmediata. 



Capitulo III 

TEORIAS DE SPIN 2 MASIVO 



En dimensiones mayores que tres la teoria que clasicamente se 
utiliza para describir al graviton es la accion de Einstein. En el caso 
de D = 2 + 1 no sucede igual que con la accion de Maxwell, ya que 
la accion de Einstein en 2 + 1 no tiene grados dinamicos de liber- 
tad [40] [41] [42]. Sin embargo, podemos darle dinamica sumandole 
distintos terminos los cuales ademas de proporcionarle masa a la 
teoria se combinan para dar teorias de spin 2 puro. 

En este capitulo nos ocuparemos de revisar los modelos de spin 
2 masivo (gravedad linealizada masiva) y la equivalencia entre ellos. 
Todas estas teorias corresponden a la dinamica de un campo ten- 
sorial que no es simetrico en m y n , ya que estamos pensando 
en la linealizacion del dreibein, e^" = Sm"" + khm"" ■ La conexion 
con el /i^^n, simetrico, que corresponde a linearizar la metrica, 
gmn = Vmn + khmn , cs hmn = hmn + hnm • Todas las tcorias cstarau 
en un fondo (background) piano. Observaremos que hay una es- 
trecha analogia entre las teorias de spin 1 y 2. En esta analogia 
la teoria TM linealizada no aparece como el analogo a la TM vec- 
torial. A esta ultima le corresponde la teoria de gravedad masiva 
vectorial de CS linealizada. 
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1. Accion de Fierz-Pauli y la teon'a de spin 2 autodual 

1.1 La accion de Fierz-Pauli y la condicion de autodualidad 

La manera que usualmente se utiliza para proporcionar masa a 
la teoria de Einstein linealizada es sumandole el termino de Fierz- 
Pauli. La correspondiente accion es la de Fierz-Pauli (FP) 

Sfp = Se-^< hpah'^P - hpV >, (1.1) 
donde Se es la accion de Einstein linealizada* 

Se = -1< -2hpaeP^^dmC0n'' + S^.S^^^r^^a^Jur,'' > • (1.2) 

Las ecuaciones de movimiento asociadas a son 

eP^'^dphma + ^a"a;m™ - C^a" = 0, (l.3,a) 

eT^'^''dmOJn'' - m^ih^P - rjP'^h/) = 0. (l.3,b) 
De (1.3, a) se obtiene la expresion de a;^" en funcion de /i^" 

OJm" = -ISm^'e^'^dphis + e-P'dphim, (1.4) 

que al sustituir en (1.3,b) nos da el sistema de ecuaciones para hmn 
Esto puede reescribirse como 

y_h^pms^arh ^ ^^^^h ^ars^Q^Q^ _ ^2f^^sa^pb _ ^P'^j^sb^^h.b = 0, (1.6) 

donde, notamos que, el primer termino es simetrico en p y a, y 
ademas solo contribuye la parte simetrica de hg^ . Esto debe ser asi, 
ya que este termino representa al tensor de Einstein linealizado. 

Ver apendice A 
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Utilizando los proyectores de las distintas partes irreducibles 
de escribimos la ecuacion (1.6) como 

[(□ - m'){Pl - Pi) - m\Pl -Ph-P%- V2Pl^ - V2P^s)]h = 0, (1.7) 

donde Ph , en cada caso, se sobreentiende que significa Pmn^hs • 
Aplicando Pg,P^,P^ y Psw^ sobre (1.7), obtenemos que 

P^h = P^h = P^h = P^h = 0. (1.8) 

De (1.8) tenemos que -P^g/i = 0, lo que utilizamos al aplicar P^^g 
sobre (1.7), y nos dice que 

P^h = 0. (1.9) 

Nos queda, entonces, que la propagacion es de spin 2 puro con 
masa m 

(□-m2)P|/i = 0, (1.10) 

y, ya que P| = P^^ + P^g tendremos que las 2 helicidades +2 y -2 
se propagan en la teoria de Fierz-Pauli. Corroboramos, entonces, 
el hecho de que para tener una teoria que conserve P j T debemos 
tener las dos helicidades presentes con igual masa. 

La ecuacion (1.10) es la condicion que cumple la parte trans- 
versa, simetrica y sin traza, /i^*^, de h^^ (i.e. h'^^ = /i^^, d'^K^^ = 
^"""^mn = o)- Esta ecuacion puede factorizarse como en el caso de 
la accion de Proca 

{n-m')Plh^[n^/\Pls-Pls)-rnPl][-n^'HPls-P''-s)-rnPl]K (l-ll) 

y cuando cumple una ecuacion homogenea con alguno de estos 
factores, decimos que verifica la condicion de autodualidad 

Wer apendice B 
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[±u''\Pls - Pis) - mPl]h = 0. (1.12) 

Para el caso de spin 1 el problema era mas sencillo, y afirmabamos 
que la condicion de autodualidad constituia la "raiz" de la ecuacion 
de Proca. Aqui vemos que en todo caso es la "raiz" de la ecuacion 
de Fierz-Pauli sobre la parte transversa, simetrica y sin traza. 

1.2 La accion autodual 

La accion que conduce a la condicion (1.12) para h'^^ y que 
ademas describe una excitacion masiva de spin 2 puro es la corre- 
spondiente a la teoria de spin 2 autodual [17,18,31] 

SId='^< V^^'^^r/i/ - m{hpah''P - h/ha'') > . (1.13) 

En (1.13), el signo de m, como veremos, determina la helicidad de 
la excitacion. El primer termino de Sad se obtiene al linearizar el 

termino de CS triadico [43] (TCS) que presentaremos en el capitulo 
siguiente, y el segundo termino es el de Fierz-Pauli usual. 

Las ecuaciones de movimiento que surgen al hacer variaciones 
en Sad son 

e^^'^drK" - m{h''P - riP^hi^) = 0. (1.14) 

En funcion de proyectores el termino TCS linealizado se escribe 
como 

+ \{PIs-P-s + pIe-P-e)+ 

+ \{PlsE - P-SE + PIeS - P'-Es)r^''Kb, (1-15) 

y el de FP como 
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(hpah'^P-h/hi') = [Pl + P^s-Pl,-Pl-P^-V2{Pl^ + P^s)r'''hsb- (1-16) 

Asi, la ecuacion (1.14) puede escribirse en terminos de proyectores 
como 

- m)Pls - (rf/^ + m)P'_s + ^(rf/^ - 2m){Pls - P'-e) 
+ ^(nV2 + 2m)(P|^ - + ^{PlsE + pIes - P-SE - P-Es) 



-u'/\P%s + Psb) + m{P's + P% + ^{Pws + Psw)]h = 0. (l.l7) 
Aplicamos P^g y P±se ^ (1-17) y obtenemos 

(±^(rf/2 T 2m)Pi5 ± ^PlsE)h = 0, (I.18,a) 

(±i(rf/2 ± 2m)Pi5^ ± ^Pis)/^ = 0, (I.18,b) 



que al restarlas, nos dice que {P±s + P±sE)h = 0. Si sustituimos esto 
en (1.1 8, a) tendremos que 

Pish = 0. (1.19) 

Hacemos un procedimiento analogo aplicando P^^ J P±es sobre 
(1.17) y llegaremos a 

P^Eh = 0, (1.20) 

con lo que aseguramos que no hay propagacion de las partes de 
spin 1. Aplicamos ahora P^, P^^, P^ sobre (1.17), obteniendo 
respectivamente 

V2mP^sh = 0, (l.21,a) 

{mPlB-n'/^Pl)h = 0, (l.21,b) 
[m(P| + V2Pl^) - n'/'PlB]h = 0. (l.21,c) 
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De (1.21, a) (con Psw) inmediato ver que P^h = 0. Siguiendo 
con (1.21,b) tendremos que P^h = 0. Por ultimo con (1.21,c) con- 
cluimos que 

po^h = Plh = Plh = 0. (1.22) 
Tenemos, entonces, que el sistema (1.17) es equivalente a 

[(rf/2 - m)Pls - (rf/^ + m)Pls]h = 0, (1.23) 

que es justamente la condicion de autodualidad para h'^^. Ademas 
(1.23) muestra que la excitacion fisica de masa m corresponde a la 
parte de helicidad +2. Si cambiamos m por -m, se propagara la 
parte de helicidad -2. Concluimos que la helicidad de la excitacion 
es 2m/\m\, analogo al caso de spin 1. La positividad de la energia 
puede verse si hacemos la decomposicion 2+1 de y obtenemos 
la accion reducida [18]. No presentamos esto aqui ya que en la 
siguiente subseccion hacemos el analisis canonico de S'^^ que nos 
servira para estudiar su equivalencia con la accion linealizada de 
la gravedad masiva vectorial de Chern-Simons (VCS). 

1.3 Analisis canonico de la teoria de spin 2 autodual 

Pasamos, ahora, al analisis canonico de la teoria autodual. Esto 
sera utilizado para mostrar la equivalencia entre esta teoria y la 
intermedia [44] que sera presentada en la seccion 3. Hacemos, 
entonces, la decomposicion 2+1 de S\jj Uegando a la expresion 

{i,j,ky 1 = 1,2) 

771/ 

^AD ^ ~2 ^~ 2hooieijdihjo + mho) + 2hQk{eijdihjk + m/ifco)+ 

~ hik^ijhjk + hiQSijhjQ + m(hiihjj — hijhji) > . (l-24) 

Ahora hacemos las redefiniciones 
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n 


— hoo, 


(l.25,a) 


Ni 




(l.25,b) 


Mi 


= hoi, 


(l.25,c) 


Hij 




(l.25,d) 


V 


— 2^ijih]i 


(l.25,e) 



donde hemos distinguido las partes simetrica antisimetrica de h^j . 
S\jy toma la forma 

^aI = y < - M^iANj + Ha) + 2Mk{eijdiHjk + mNk - dkV)+ 

— m{HijHij — HiiHjj) — 2Hij[dijV — -{sikUkj + SjkHki)] 

- NiSijNj - 2mVV > . (l.26) 

n J Mk son multiplicadores asociados a los vinculos 



= EijdiNj + mHu-, (l.27,a) 
V'fc = EijdiHjk + mNk - dkV. (l.27,b) 

Debido a que S'^[) es de primer orden, la definicion de los momen- 
tos conjugados, asociados a las variables dinamicas, no permite 
despejar ninguna de las velocidades. Asi que tenemos los vmculos 
primarios 







dC 




= 11 — 


— - — TT) 




dV 






dC 




= TTj - 


- — = TT. 










dC 


(fiij 


= TTy - 


dHij 



m 



m 



(l.28,a) 
(l.28,b) 
(l.28,c) 
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La densidad hamiltoniana sobre los vmculos es 

2 

TTl 

7^0 = ^ {Hij Hij - HuHjj + VV) , (1 .29,a) 

asi, definimos el hamiltoniano canonico -f^c = / dx'^Hc , con 

Hc^Hq^- uml; - jJiMitl^i + + Xi^pi + Ay(^y. (1.30) 

Definimos los corchetes de Poisson a tiempos iguales entre las 
variables y sus momentos conjugados 

{V{x)My)} = S^^H'^ - t). (l-31,a) 

{Hij{x),'Kki{y)] = ^i^ik^ji + SiiSjk)S'^^\'^ - (l.31,c) 

donde se sobreentiende que ^ {t,~x) y ^ {t,^). Podemos, asi, 
obtener los vmculos primarios 

{QA{x),QB{y)} = Mab{x)S^''\1^ - 'y). (1.32,a) 

donde 



^a{x) = iljjix), iJ^{x), Lp{x), ip^{x), iPijix)), (l.32,b) 

^B{y) = {tp{y), i^k{y), ^{y), ^kiy), ^ki{x)). (i.32,c) 



Mab{x) tiene la forma 

r(3x3) .^(3x2) 



con 



Mab(x) = (^^52x3) ^(2x2) J > (1.33,a) 





Mf ^^^(x) = ( -di \ , (1.33,b) 

-a^ 
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dm mSki 

M^^^'^\x) ^ [ mdik -liSilSkmdm + SikSlmdm) \ , (1.33,d) 

-mSki 



^(2x2)^^^^ /me,, y 

V -fi^ikSji+euSjk + ejJii + ejiSik) J ^ 

Miramos la conservacion de los vmculos 



ip = SijdiXj + mXii, (l.34,a) 

'tpi = -diX + mXi + EkidkXii, (l.34,b) 

(p = -2m'^V + m{diMi- Xii), (l.34,c) 

(pi = w?Mi + meikXk - mSijdjn, (l.34,d) 

TTl/ 

(f = rr?5ij{Hkk - n) - rn^Hij + XmSij + — {sjrndmMi + £i^5^Mj)+ 

- ^{^ikXkj + SjkXki), (l.34,e) 

donde pareciera que no hay vmculos adicionales. Sin embargo, si 
hacemos la combinacion 

6> = ^ + V; - — (1.35) 
m 

resulta que 9 = -2m?V . 9 conmuta con todos los vmculos primarios 
y, por tanto, surge el vinculo secundario 

9 = V. (1.36) 

La conservacion de 9 no proporciona ningiin vinculo adicional. La 
consistencia 9 = Q implica que A = . Asi que podemos eliminar a 
F y TT de la teoria. 
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Tomamos a 9 por ^. El sistema, finalmente, estara descrito 

por 

2 

TTi 

Ho = —{HijHij — HiiHjj), (1.37,a) 
sometido a los vmculos 



= -—diTTi + mHii + ^SijdiNj, (l.37,b) 

777- ^ 

(Pi^TTi + ^-SijNj, (l.37,c) 
V'i = EkidkHii - mNi, (l.37,d) 
<fiij = TTij - —(sikHkj + EjkHki), (l.37,e) 

donde ya hemos eliminado a tt y V . El conteo de grados de libertad 
nos da correcto: 10 variables {Ni,ni,Hij,nij) sometidas a 8 vmculos 
{9,(Pi,ipi,(fiij) quedando 2 grados de libertad correspondientes a la 
unica variable dinamica, mas su momento conjugado. 

2. La accion de gravedad Topologica Masiva, linealizada 

La acion de gravedad TM linealizada es 

4'm = ^ < -e''^'^dihi^lGP'^{h^'^)Vra + l^h^^^G^'^ {h^'^) >, (2.1) 
donde el tensor de Einstein linealizado* 

G'P«(/i(^)) = -leP'''e''^Pdrdih[l\ (2.2) 

ha sido escrito en forma conveniente para los calculos. Observamos 
que el signo del termino correspondiente a la accion de Einstein es 
contrario al que tendria en la accion Se (ver 1.2) si sustituyeramos 
(1.4). 5^'^ es invariante bajo las transformaciones de calibre 

<5/i,^ = a,e' ; <^/iS = ^pCm + ^mCp- (2.3) 

*Ver apendice A 
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Reescribimos, ahora, S^']^ en funcion de los proyectores de las 
distintas partes de hs'' 



S^l^ = ^ < h^'^n □'/'(P+s - Pls)h^"^ - l^h^"^a{Pi - Pl)h^'^ > . (2.4,a) 
Asi, las ecuaciones de movimiento de esta accion son 



-[□ □'/^(P^s - Pls)h^'^ - /^□(P| - Ps)h^'^] = 0- (2.4,b) 
Observamos que de (2.4, b) P^h^''^ = P^h^^'^ = y 



nP^h^'^ = 0, (2.5,a) 

ln(ni/2 _ ^j)plgh^') = 0, (2.5,b) 
_in(ni/2 + i^)p^gh^^) = 0, (2.5,c) 

de donde no podemos concluir, inmediatamente, que no hayan ex- 
citaciones de masa cero. 
En el calibre armonico 

a^/i^" = 0, (2.6) 

i.e. /i^"*) = {Pg + P^)h^''\ el inverso del operador diferencial de las 
ecuaciones de movimiento es 



1 / 7-)0 , A' p2 1^ 

donde A[oV2(p2^ _ p^^) _ ^□(pJ _ pO)] ^ _^^p2 ^ pO) _ Podemos 
reescribir A como 



A='-(Pl-Pl)-^i^^Pls + ^^Pls). (2.8) 
Los proyectores P]_g pueden escribirse, convenientemente, como 
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1 1 

Pi2 is _rp2 I _/'p It ^ j_ p s I p ' _L p Z\l 

±5mn — 2 L-' S'Tin ^ ^ V 'ti sm ~r -in sm ~r -'^m sm ~r -in sm /J 

^^[^li^-^'f], (2.9) 
de esta forma Uegamos a la forma final de A 

A = - (P| - Pi) - ^ u. "Pf- (2-10) 

En componentes 



A Is /p I p S , p S p I r)p p's\_i_ 

'—^mn — 21 I \ Tn -^n ~r m -^n ^-'mn-' /~r 

'plps.pspl p p's\ I 

-1 m -In ~r -t m n ^mn^ )' 



2(n-/x2) 



4(n - //2)n 



( p Ip rs , p I rs , p s rl , p s rl\r. (' o 1 1 ^ 



donde el primer termino es justamente el propagador de Einstein 
con el signo opuesto [40]. Cuando acoplamos con una fuente ex- 
terna conservada (i.e. T"^*^ con drnT"^"^ = 0)5 ^-l despejar hinL en 
funcion de T"*" y sustituirlo en la accion, la contribucion de este 
termino es ~< T^^^T^^ -T"^^^T"„ >. Esta contribucion es de 
contacto. Esto puede verse si descomponemos T"^" en sus com- 
ponentes independientes t°°,T°* = e.jdjT'^ + did-Ay^f^^) y T'^ = 
{5^jA-d,dj)T + didj{-A)-^f^^ + {eikdkdj+ejkdkdr){-A)f^, en cuyo caso 

< T'^^'^Tmn - T'^m^T'^n >-< T^T^ + T^^T > . (2.12) 

Vemos, ahora, que no hay polos de masa cero en el propagador. El 
signo de la accion de Einstein cobra relevancia cuando miramos la 
positividad de la energia. 

Hacemos la descomposicion 2+1 de S'^m, empezando con (2.1) 
en funcion de h^mi, es explicitamente asi 
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+ fidmhi,'^s^^^e-''dih'fj > . (2.13) 

En un primer paso llegamos a 



-2^idih^£d^h^^>. (2.14) 
Hacemos la descomposicion 



4o = 2n, (2.15,a) 
= 2eijdjn^ + 2din^ , (2.15,b) 
/ig^ = 2{5ijA - didj)h'^ + 2didjh'^ + 2{eijdkdj + ejkdkdi)h'^'' , (2.15,c) 

donde los factores de 2 surgen al aplicar la equivalencia entre /i^^n 
y hmn no simetrico, cuya parte antisimetrica (de la forma ~ emni 
no aparece en (2.15). Las componentes de hinL ante transforma- 
ciones de calibre, con parametros (Co = C^Ci = ^ijdji'^ + di^^)^ 
cambian como 



6n = i , Sn^^^e , Sn'^=^{C + i'^), (2.16) 
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donde observamos que h'^ es la linica componente de hl^'n invariante 
de calibre. Sin embargo, algunas combinaciones de ellas podrian, 
tambien, ser invariantes. 

S^'m en funcion de las distintas componentes de hlnL queda 
como 

S^[^ = -- < AnliiAh^ + A{n^ - h^^)]+ 

+ //A(n^-/i^^)A(n^-/i^^)+ 

- 2An^A(n^ - /i^^) + A2/i^^A(n^ - 

- 2ij,Ah^Ah^ - Ah^A{n^ - h^^)+ 

+ Ah^A{n^ - K^^) - iiAh^^Ah^ >, (2.17) 

donde hemos destacado la combinacion invariante de calibre - 
fi^^ . Hacemos la sustitucion 

N = n^ - h^^, (2.18) 

que es equivalente a hacer una fijacion, parcial, de calibre, ya que 
corresponderia a tomar h'^^ = . De esta forma n aparece como un 
multiplicador de Lagrange asociado al vinculo 

liAh'^ + AN = 0, (2.19) 

que permite despejar en funcion de h'^ . El rol de n, como 
multiplicador, esta acorde con la forma como transforma bajo cam- 
bios de calibre. Luego de sustituir (2.18) y (2.19) en (2.17) llegamos 
a la forma reducida final de S^l^ 

4'{J-«<^) =< Ah'^Ah^ + A/i^(A - fi^)Ah'^ >, (2.20) 

donde no aparecen y . Estos pueden fijarse con el calibre 
residual que tenemos. En (2.20) observamos que esta accion co- 
rresponde a la de un solo grado dinamico de libertad con masa n y 
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energia definida positiva. Este resultado no depende del signo de 
/i en (2.1) y si del signo de la accion de Einstein, ya que cambiarle 
el signo a Se equivale a multiplicar S^^j^ por -1 y cambiar /i por 
-II. 

3. La accion intermedia, o la gravedad masiva Vectorial de Chern- 
Simons linealizada 

3.1 Analisis covariante 

Una manera alterna de describir una teoria de spin 2 masivo, 
se logra con la accion intermedia [17,18] 

^ ^ Oh cPmnpi , , a _o -pmn„ , . b, , c _prsQ U a /"Q 1 ^ 

'-'vcs ~ 2 ^"'pa^ ^m^n ~ ^ bc^ 'Ipa'^m ~ H'li'pa^ Uj.lls ^, yo.i.) 

donde el subindice VCS proviene del hecho que es la linealizacion 
de la teoria curva llamada gravedad masiva vectorial de Chern- 
Simons, introducida posteriormante [43] a la presentacion de la 
accion intermedia [17,18]. Esta accion de spin 2 masivo fue consi- 
derada inicialmente como una accion "intermedia" entre la accion 
"maestra" de tercer orden que es equivalente a S\jj y S^^j^ [18]. 
Syfjg es invariante bajo las transformaciones de calibre 

al igual que la accion TM linealizada. 

Las ecuaciones de movimiento de Sycs son 

e^'^^'d^Ur,'' - //£P""a,/i/ = 0, (3.3,a) 
eP'^^'drnhn'' - uj^^ + V^^uJi = 0, (3.3,b) 

donde (3.3,b) al igual que (1.3, a) permite despejar cup" en funcion 
de /ip". Con esto conseguimos el sistema de segundo orden, que 
satisface 
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Podemos ver cual es el espectro fisico de la teoria si escribimos 
(3.4) en funcion de los proyectores de las distintas partes de /i^ 



PiPl - Pi) - l^a'^HPls - P'-s - P'bs - PIb)+ 

~0'^\Pls - P'-S + PlsE - P'-SE + P\e + 

- P^E + pIes - P-Es)]h = 0, (3.5) 
y escogemos el calibre armonico dmh"""- = que es equivalente a* 



h'^ = Th 

= [Pi + P| + + 1(P^^ + + Ps + Pk)]K (3.6,a) 

o 

[Pw + liPs + Pk- PsE - Pks)]h = 0. (3.6,b) 

Es inmediato notar que P^h = P^h = Pgh = P^/i = 0, donde h = 
n^/^h, y que 

{n'/^Tl^)Plsh^O, (3.7) 

donde se muestra que h representa una excitacion masiva de masa 
II y helicidad +2. Si cambiamos /i por -/i la helicidad sera -2. Asi 
Syc's describe una excitacion masiva de helicidad 2///|//|. 

3.2 Descomposicion 2+1 y la forma invariante de calibre Sy^g 

Verifiquemos lo heuristicamente encontrado haciendo la des- 
composicion 2+1 de Svfjg. En un primer paso tendremos 

Ver apendice B 
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^vcs ~ 2 ^ ~ 2hoo[eijdiU!jo — iJ,eijdihjo]+ 

— 2a;oo[<^M + £ijdihjo] 

+ hoklsijdiUjk — iieijdihjk] + 

+ 2a;ofc[<^fco + ^ijdihjk] + 2hioeijUjo+ 

— /ihiQSijhjQ — 2hi]feijL0jk + l^hif~eijhj]f-\- 

donde hemos partido de la expresion de primer orden, pues, fa- 
cilita el proceso de reduccion. Observamos que /iqo, ^o/c son multi- 
plicadores de Lagrange (lo que es de esperarse, pues bajo cambios 
de calibre transforman como 6hoo = ^o, Shok ^ ik)'i asi como woo y 

Hacemos la descomposicion para 



hoo = n, (3.9,a) 

hio = e^jdj{n^ + v^) + d,{n^ - v'^), (3.9,b) 

hoi^e^J^J{n^ -v^)+d,{n^ +v^), (3.9,c) 

hij = {SijA - didj)h^ + didjh^+ 

+ {Eikdkdj + ejkdkdi)h^^ + SijV, (3.9,d) 

o^oo = 7, (3.9,e) 

^io = Sijdji-i'^ + A^) + a,(7^ - A^), (3.9,f) 

^Oi = eadjiri^ - A^) + a,(7^ + A^), (3.9,g) 
= (<^y^ ~ didj)uF + didjUJ^+ 

+ {Eikdkdj + ejkdkdi)u>^^ + SijX, (3.9,h) 



Con estas definiciones resolvemos los vinculos asociados a hoo , hok , 
<^oo y <^ofc, obteniendo 
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Aa;^ = //A/i^, (3.10,a) 

A,^ = -^i^^/.- (3.10,b) 

Aco'^^ + X = ^{Ah'^^ + V), (3.10,c) 

A(n^ + v^) = — h^, (3.10,d) 

uj^Q = EijdjAh^ + di{Ah^^ + V). (3.10,e) 

Al sustituir la solucion de los vmculos en (3.8), llegamos, casi, a la 
forma final de la accion reducida 



S'ycs =< 2A/i^Aa;^^ + A/i^(A - fx^)Ah^ + /.^ A/i^^A/i^^+ 

+ i?VV + 2// VA/i^^ - 2^iAh^^AuF^ - 2ij,Aco'^^V > 
=< 2A/i^Aa;^^ + Ah'^{A - fi^)Ah^ - 2//Aa;^^(F + A/i^^)+ 

+ li\Ah^^ + V){Ah^^ + V)>, (3.11) 

donde observamos que todavia hay un vinculo cuadratico asociado 
a A/t^^ + V , cuya solucion es 

A/i^^ + V = -o;^^. (3.12) 



sustituyendo (3.12) en (3.11) llegamos a la forma final de S{ 



vcs 



=< 2A/t^Aa;^^ + AK^{A - fj,'')Ah'^ - Aa;^^Aa;^^ > . (3.13) 
Definimos 



Q - v^(-A)/i^, (3.14,a) 
TT = V2(-A)a;^^, (3.14,b) 

y S\^'^(^g^ se escribe como 
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Sy^cf =< - ^Qi-^ + f^')Q - (3-15) 

que, justamente, muestra que S\,(jg describe una sola excitacion 
masiva, con masa ^u, y la teoria tiene energia definida positiva, 
independiente del signo de ii. 

Observemos que luego de resolver los vinculos asociados a woo , 
^ok , hoo y hok , quedan indeterminados entre otras variables - v'^ 
J J que, luego de sustituir la solucion de ellos, estas dos variables 
ya no aparecen. Miremos como cambian las distintas componentes 

de hmn (Cm = (C, = Sijdj^'^ + ^iC^)) 



Shoo = i , Shoi = ii, (3.16,a) 

S{n'^ + v^) = , S{n^-v^)=^, (3.16,b) 

6h'^ = , 5h^=i^, (3.16,c) 

8h^'^ = \e , SV=-\5e. (3.16,d) 



Observamos que /too, hoi transforman acorde a su rol. Luego de 
sustituir (3.10), la accion (3.11) todavia es invariante de calibre 
y se expresa solo en funcion de cantidades invariantes de calibre 
(ver que 5^(A/i^^+V)=0), ya que no fue necesario explotar la in- 
variancia de calibre para resolver los vmculos. Asi, estas variables 
que "desaparecen" son fijadas libremente y depende del 

calibre que fijemos en su reduccion. Esto puede verse si partimos 
de la accion de segundo orden de S\r(jg , que escribimos como 

Svcs = -\< KaiG"" + >, (3.17) 

donde observamos que el factor que multiplica a hpa es transverso 

en p e invariante de calibre, lo cual asegura que Sy^g es invari- 
ante de calibre pues cambia como una derivada total. Si definimos 

T^va ^ eP^'^'drhs"- , tenemos que 
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Woi = SikdkAh'^ + di{Ah'^^ + V), 
Wio = Sikdkin -h^+ v'^) + di{h^ + v^), 
W,, = (5,,A - d,d,)(n' - - - (^^)+ 

+ ^(sy^fc^j- + ejkdkdi){n^ + - + 
Goo = -A^/.^, 

Goi = Gio = eijdj{/\h^^ - An^) - di/^h^ , 
Gij = {SijA - didj){2n^ -n-h^)- d,djh^+ 
+ {eikdkdj + ejhdkdi)(h^^ - h^). 

Asi, expresamos S\rQg como 

S\rcs =<Ah^A(n - 2h^ + h^) + A(n^ - h^^)A{n^ - h^^)+ 

+ ^A{n^ + v^){h^ -v'^ - n)+ 
+ iiA{Ah^^ + V){h^ -v^ - n^) + 

+ liAh^{Ah^^ + V -A{n^ -v^))> (3.19) 
que podemos escribir de forma mas sugestiva como 

S{,cs =<p(A/i^ - fiin^ + v^)) + ainiAh^^ + V)- Ah^) + 0'^+ 

- nAh^[{Ah^^ + V) + iiAh^ - A(n^ + v^)] >, (3.20) 

donde p,a y 9 son las combinaciones invariantes de calibre 



(3.18,a) 
(3.18,b) 
(3.18,c) 



(3.18,d) 
(3.18,e) 
(3.18,f) 



(3.18,g) 
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p = A{n- {h^ -v^)), (3.21,a) 
a = A{h^ - (n^ + 7/)), (3.21,b) 

= Airi^ -h^^ - ph^), (3.21,c) 



Haciendo variaciones respecto a p,a j 9, llegamos a 



Sl^cs =< A/i^(n - //2)A/i^ >, (3.22) 

que corresponde a un solo grado de libertad con energia definida 
positiva. 



3.3 Analisis canonico de SY(jg 

Hacemos, ahora el analisis canonico de la accion linealizada de 
la gravedad VCS . Esto sera utilizado para estudiar la equivalencia 
canonica entre S{^(jg y S'^^ [44]. Partimos de la forma de S\^^g a 
segundo orden 



I ^ b ^ I 

- iihpasP'^'drhs'' > . (3.23) 



Hacemos la descomposicion 2+1 y llamamos n,Ni,Mi,Hij+eijV 
respectivamente a /loo, hio, hoi, hij, como en (1.25). Llegamos asi 
a 
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S'vcs =<N,qe^^N, + d,H,, - d,H,,)+ 

+ Hij[Sij{iiV + dkMk - ^Hkk) + ^Hij+ 

- ^{d,Mj + djM,) - ^{e.kHkj + ejkHkr)] + 
+ n[{ASij - didj)Hij + fxSijdiNj] - iieijdiHjkMk+ 
-\{Ni + Mi)A{Ni + Mi) - ^di{Ni + Mi)dj{Nj + Mj)+ 
- iiVdiMi > . (3.24) 

Si definimos los momentos conjugados a las variables dinamicas 



_ dC _ dC 

dNi dHij 



sucede que podemos despejar H, 



Hij = TTij - 6ij{TTii - iiV) + -{diMj + djMi) + -{sikEkj + SjkHki), (3.26) 
y tenemos el vinculo primario 

= TTj + djHij - diHjj - ^SijNj. (3.27) 

n es un multiplicador de Lagrange. Sin embargo, escribimos 
primero el hamiltoniano, cuya densidad es 



He — '^ijHij + -KiNi — L 

1 1 11 

= -(ATiAiVi) + -diNidjNj + -TTijiTij - -nH7rjj+ 

+ ~^HijHij — —HiiHjj ■^£ijHikT^kj-\- 

+ n[didjHij - AHii - ij,eijdiNj] + 

11 3 

+ Mi[-ANi - -didjNj + -iiSkidkHii - jSijdkHjk - dj7:ij] + 

+ I^Vimi - i^V], (3.28) 
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donde observamos que ademas de n, Mi y V tambien son multi- 
plicadores. Los vinculos primarios adicionales son 



<P = V- ^TTu (3.28,a) 

i; = -{6ijA - didj)Hij - liSijdiNj (3.28,b) 

1 3 
V'i = - didj)Nj + -iiEkidkHii - f^EijdkHjk - dj^ij. (3.28,c) 

Sustituimos (p en He j comenzamos el procedimiento canonico 

con 



nc = no + m{; + Mit{;i + Xm, (3.29) 
con ip, ipi, (p como en (3.28) y 



Ho ^^NiANi + ^diNidjNj + ^TTijiTij - ^7^ii7^jj+ 

2 2 

+ -^HijHij - —HiiHjj - -EijHikTikj. (3.30) 
El algebra entre los vmculos primarios es 

{nA{x),nB{y)} = Mab{x)5^''\^ - 'y), (3.31) 
con = {V', V'i, ^i} , = V'fe} y 

/ iieudA 
Mab{x) = (3.32) 
\lJ,eiidi -Eik J 

La conservacion de los vmculos solo aporta relaciones entre los 
multiplicadores, por lo que el procedimiento termina. Podemos 
tomar la combinacion 9 = ip - di(pi por , y entonces el algebra de 
los vmculos tendria {Qa = {0,ipi,ipi)) 

/O 

Mab{x) = I , (3.33) 

y -iiEik 
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y He seria {9 = -dii^i - ^SijdiNj) 

nc = no + ne + MiiPi + (a^ + din)ifii. (3.34) 

Mab{x) muestra que 9 y ipi son de primera clase. Las transforma- 
ciones de calibre son: 

J{{*),Ux')^a{x')}d'x' (3.35) 

donde son los vmculos de primera clase y ^ es el parametro de 
la transformacion. Asi 

= J d^x'{Hij{x),-e{x'){di7rik{x')} 

= lidrCj+dj^i), (3.36,a) 

y analogamente 

5Ni = di^, (3.36,b) 
como era de esperarse. Para los momentos 



SiTi = ^EijdjC - ^{SijA - didj)^j, (3.37,a) 
^^ij = ^{^ij^kidk^i - {sikdkij + Sjkdk^i)), (3.37,a) 

y para V 



1 A 1 
OTTii = —t 

2n " 2 



5V = —Sttu = -Sijdi^j 



= ^SijShij. (3.37,b) 

Por ultimo el hamiltoniano es invariante de calibre, trivial- 
mente, por la conservacion de los vmculos de primera clase 
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SHc = (3.38) 

4. Equivalencia canonica entre S\jy y Sy^jg 

4.1. El conjunto comun de los vmculos 

Habiamos Uegado en el analisis de la teoria autodual a que el 
problema dinamico correspondia a tomar 

T^o^^^ = -^{^ij^ij - HiiHjj), (4.1) 
sometido a los vmculos 



1 1 

9 = diTTi + mHii + -EijdiNj, (4.2, a) 

m 2 

V^i = T^i + ^£ijNj, (4.2,b) 
-ipi = eudkHii - mNi, (4.2,c) 
fij — TTij — —{sikHkj +ejkHki). (4.2,d) 

En este problema habian sido eliminados F y su momento conju- 
gado TT ya que V = 7t = 0. 

Analogamente para la accion linealizada de la gravedad VCS 
tenemos 



nfiVCS) _^^rT TT _[^TT TT l^^ 

- ^e.jH.kTTkj + ^NiANi + ^diN.djNj , (4.3) 
sometido a los vmculos 



9 = -dim - ^eijdiNj, (4.4,a) 

1 3 

V'i = -^{^ij^ - didj)Nj + -jjiSkidkHu - -EijdkHjk - djTTij, (4.4,b) 

(Pi = TTi + djHij - diHjj - ^EijNj, (4.4,c) 
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donde V fue eliminado a traves del vinculo V = {l/2^)TXii. Si mi- 
ramos nuevamente a ipij de la autodual antes de sustituir V = 
(ec. (1.28,c)) observamos que la relacion entre V y tth es la misma 
que aqui. Tomaremos de aqui en adelante m = /i. 

Observamos que si utilizo los vfnculos de la teorfa autodual 
(4.2) en la densidad H^^^^^ obtengo TiJ^^^ (ver la ec. (4.20), mas 
adelante). Asf, los tres vfnculos adicionales de la teorfa autodual 
podrfan corresponder a una fijacion de calibre en la teorfa VCS 
linealizada. De hecho 



^(de la VCS) = -d,ip^{de la AD), (4.5,a) 
ijiide la VCS) = -djipij - ^Sikdkidm + i^e){de la AD), (4.5,b) 
<^j(de la VCS) = (pi- eijipj{de la AD), (4.5,c) 

Por lo tanto, lo que "sobra" en (4.2) deberfa corresponder a una 
fijacion de calibre. Esto es 



X^Sijdiifj, (4.6,a) 
Xi = 0+-dm, (4.6,b) 
X2 = 5ijA(^y. (4.6,c) 

Es facil ver que estas ultimas definiciones son el "faltante" de (4.2). 
Del conjunto inicial d,(pi,(pij,ipi la correspondencia de sus distin- 
tas componentes con los vfnculos de la teorfa VCS linealizada es: 

e{VCS) ~ dm{AD), iPiiVCS) ~ dj<pij{AD), <pi{VCS) ~ MAD). Luego 

X ~ e,jd,^j{AD) , XI ~ 0{AD) , X2 ~ (paiAD) . 

El conjunto comun de vfnculos de las dos teorfas es entonces 
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c 


= e{vcs, (4.4,0)) 


(4.7,a) 


Ci 


^AiVCS, (4.4,6)) 


(4.7,b) 


X 


= EijdiTTj - ^diNi 


(4.7,c) 


Xi 


= jiHii + SijdiNj 


(4.7,d) 


X2 




(4.7,e) 




^{VCS, (4.4, c)) 


(4.7,f) 



4.2 El hamiltoniano invariante de calibre 

El conjunto de viculos (4.7) nos muestra, que para la teoria 
AD , hay un sector de los vmculos que se comporta como vmculos 
de primera clase. Aun mas, al calcular la integral funcional de 
esta teoria, en la medida aparece [45] {det{QA,^B}y^'^ , donde Qa 
representa a todos los vmculos. Es facil ver que 

idet{nA, ^b})'/^ = det{Ca, Xb}idet{<fi, (^,}) ^2, (4.8) 

donde, nuevamente, vemos que la teoria corresponde a una teoria 
de calibre, con transformaciones de calibre generadas por los Ca, 
con fijaciones de calibre y sujeta a los vmculos adicionales de 
segunda clase ipi. Nos proponemos, entonces, hallar el correspon- 
diente hamiltoniano, invariante de calibre H^^^'' . 

La forma mas general que debe tener i^^^^^ es [36,44] 

^^^""^ = < aaCa > + < /3a(x, z)Xa{zi) > + 

+ < Pab{x, Zi, Z2)Xa{zi)Xb{z2) >, (4.9) 

donde no se agregan terminos con productos de mas de 2 vmculos, 
pues tratamos con una teoria cuadratica. Pedimos que 



(4.10) 
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Si 

{Pab{x,Z^,Z2),Ca{y)}=0, (4.11) 

una solucion de (4.10) es 

{H^o^''\Cc{y)}+ < Pa{x,z,){xa{zi),Cc{y)} >= 0, (4.12,a) 

< Xaizi){Paix, Zi), Cciv)} > + 

+ 2 < Pabix, Zu Z2)Xa{zi){Xb{z2), Cdv)} >= 0, (4.12,b) 

y las aa quedan indeterminadas. Veremos que para una combi- 
nacion particular de los vmculos de primera clase H^^^^ = H^^^'' . 
Para mayor simplicidad de calculos descomponemos 

= eijdjCi + diC2, (4.13) 

y tomamos como convencion a, 6 = 0, 1,2 donde ningun submdice se 
sobreentiende como (i.e. x = Xo,C = Co = C)- El algebra entre los 
Xa 's y los Ca 's es 



{Xa{x),Cb{y)} = 

-fx6^^\'^-lf) 

//A^5(2)(^ _ 



(4.14) 



y ademas 



{iyi^^\C} = 0, (4.15,a) 

{if^^^^Ci} = -fi\-A)-\d,jA - d,dj)H,j, (4.15,b) 
{iyi^^\C2} = -i^\-A)-h,jdidkHjk. (4.15,c) 



Vamos a (4. 12, a) y obtenemos 
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P{x,z) = 0, (4.16,a) 
I3i{x,z) = i^Kix - z){6,,A - d,d,)H,^, (4.16,b) 
P2ix, z) =< -iiK{x - z)K{z - y)eijdidkHjk{y) >y, (4.16,c) 

donde {-A)K{x - y) = -5^'^\~x - Ij"). Los corchetes entre los /3a 's y 
los Ca's dan todos, salvo uno, nulos. Este es 

^i), Uv)} = f ^^'H^ - z^)5^^\z, - Z2). (4.17) 
Vamos a (4.12,b) y encontramos que el linico f3ah no nulo es 

(322{x, zi,Z2) = -\k{x - zi)K{zi - y). (4.18) 
Finalmente tenemos que 



^^"'^ = h'^''''^+ < aaCa > + < -f^i-A)-'xi{SijA - didj)Hij+ 
-^{{-A)-^X2){{-A)-h,jd,dkHjk) + 
-i((-A)-ix2)((-A)-ix2) > . (4.19) 

donde se entiende que {-A)^^{*){x) = - J (fyK{x - y){*){y) . 

La biisqueda de cual es la combinacion de vmculos de primera 
clase que nos lleva a h'^'^^^ no es trivial. Sin embargo, podemos 
inducir if^^^'' a partir de h'^'^^'' con el conjunto de vmculos (4.7). 
Encontramos, entonces que 



jj{vcs) ^ H^AD)^ ^^^^^^ ^ ^ 2^{-A)-^didjHij + ^iHj^)+ 

+ C2(2C2 + 2{-A)-\,^d,dkHkj - ^(-A)x2)+ 

- ^Ji{{-A)-\^){5ijA - didj)Hij+ 

- fxii-A)-\2)i{-A)-^eijdidkHjk)+ 
-\a-A)-'x2){{-A)-'x2)>. (4.20) 
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Al comparar con (4.19) encontramos que para la combinacion 
particular de los Ca's con 



a = 0, (4.21,a) 
«i = Ci + Xi + 2ii{-A)-''didjHij + iiHjj, (4.21,b) 
a2 = 2C2 + 2{-A)-h,jd^dkHkj - ^(-A)-ix2, (4.21,c) 



Resulta que H^^^^ = h'^'^^^ . Tenemos asi, una equivalencia 
canonica entre la teoria autodual y la VCS linealizada. 

4.3 La extension "invariante de calibre" de H^^^^^ 

Vimos que es posible obtener una extension invariante de ca- 
libre de h'^^^^ que es igual a h'^'^^^ . En el proceso todavia nos 
quedaron unos vmculos de segunda clase. Asi, podriamos tomar- 
los a ellos como punto de partida en la teoria VCS y obtener una 
extension de H^^^'' , H^^^^^ , que corresponda a una teoria con solo 
vmculos de primer a clase. 

Por razones que se aclararan en breve, vamos a considerar el 
conjunto de vmculos (4.7) y le agregamos los dos vmculos, de se- 
gunda clase, que temamos antes de eliminar a F y su momento 
conjugado tt. El conjunto de vmculos sera: (fi, (p (ecuaciones 
(3. 28, a) y (4.4, c)) y i^ = 7r, que corresponden al sector de vmculos 
remanente, mas los vmculos de primer a clase Co y sus fijaciones de 
calibre Xa- 

Mirando el algebra entre el conjunto de vmculos (fi, f y <f no- 
tamos que podemos tomar a uno de los ', y a 6 ^ como vmculos 
de "primera clase", y a los que quedan como sus respectivas fija- 
ciones. Apoyados en esto, escogemos la siguiente designacion 
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Cs = = TT, (4.22,a) 
(4 = -di(pi = -diTTi + -EijdiNj + (5ijA - didj)Hij, (4.22,b) 



- ^SijdidkHkj,{4:.22,c) 



X4 = -Sijdnpj = -EijdiTTj - ^diNi - SijdiduHkj, (4.22,d) 

donde estamos sugiriendo a -^Sijdiipj y -Sijdiipj como fijaciones de 
calibre. Los unicos corchetes no nulos entre vinculos 
son 



{X3{x)XM} = I^S^^H^ - 'y). (4.23,a) 
{XA{x),Uy)} = -f^S^^\'^ - V), (4.23,b) 

Suponemos 



^{VCS) ^ jjiVCS)^ ^ ^^^^^^ ^ ^ ^ P,,{x,z)Xa'{z) > + 

+ < Pa'b'{xiZi, Z2)Xa'{zi)xb'{z2) >, (4.24) 

donde a' = 3,4. Siguiendo el metodo ya expuesto en la subseccion 
anterior obtenemos que P3{x,zi) y 

p4{x, z) = ^K{x - z){iieijdidkHkj{x) - didj7Tij{x)). (4.25) 

Luego observamos que {/3a'{x, zi),Cb'{y)} = por lo que /3a'b'{x,zi,z2) 
es una solucion. Asi 



(4.26) 
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Los a^/'s en (4.26) son arbitrarios. Para alguna escogencia, el 
modelo sera equivalente canonicamente al de una teoria con solo 
vmculos de primera clase. 

Usando los vmculos, convenientemente escogidos, podemos mi- 
rar como transforman Hij, Ni j V {S{*) = J{{*),Xa'{x^),Ca'{x^)}(Px^) 



SHij = ^{hij + hji) = 0, (4.27,a) 
5Nj = 5hjo = djX4, (4.27,b) 
SV = ^SijShij = As. (4.27,c) 

Esta transformacion es reminiscente de las transformaciones de 
Lorentz linealizadas para los dreibeins 



SLhmn = -Smnll ■ (4,28,c) 

si 

ZO = As , r = -eijdjX4. (4.28,b) 



Si pedimos consistencia al linearizar con el hecho de que 6g 



mn 



n 



S{em"'en^ rjab) , entonces Shoo = y 5hoi = -5hio ■ Luego para u. 
-{l/2)eP''''dphrs + £°'''''drhsn, es inmediato probar que 



SiUn" = -dnl\ (4.29) 

que corresponde a las transformaciones de Lorentz (linealizadas) 
para la conexion. La forma particular de los es de tal forma 
que no choca con las transformaciones de calibre originales {5hmn = 
dm^n)- Por ejemplo, la parte transversa de hjo es invariante bajo 
ambas transformaciones. 

Todo lo antes expuesto nos hace suponer que para alguna es- 
cogencia de los 's en H^'^-^ debe suceder que h'^^^'' = h'^^^ , la 
cual es trivialmente invariante bajo estas transformaciones lineali- 
zadas de Lorentz. 



Capitulo IV 



LA GRAVEDAD MASIVA 
VECTORIAL DE 
CHERN-SIMONS 



En este capitulo presentamos la accion curva cuya linealizacion 
corresponde a la accion Sl^^jg que fue analizada en el capitulo an- 
terior, y que constituye una alternativa como teoria de gravedad 
masiva curva en D = 2+1. Esta accion se obtiene sumandole a la 
accion de Einstein un termino, construido con los dreibeins, que es 
topologico en los indices de universo. Este termino es analogo al de 
CS vectorial, de ahi la denominacion de terminos de CS triadico. 
Mostraremos algunas propiedades de esta teoria en contraposicion 
a la otra teoria masiva existente. 

1.- La accion dentro de un marco jerarquico de simetrias 

Ya hemos senalado la particularidad de que no es posible, en 
dimension 2+1, tener particulas sin masa y con spin distinto de 
cero. Asi, si desearamos hablar de gravitones, estos no tendrian 
spin 2, tal como sucede en dimensiones mayores. En otro orden de 
ideas, la accion de Einstein en 2+1 dimensiones 



no posee dinamica local [40]. Ya en el capitulo anterior senalamos 




(1.1) 
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la existencia de dos posibilidades como modelos de spin 2 masivos: 
la gravedad TM linealizada y la gravedad VCS linealizada. Estas 
corresponden a la linealizacion de las respectivas teorias curvas. La 
segunda de estas es la que introduciremos en este capitulo. 

Como teoria curva la gravedad TM corresponde a la accion [14] 

Stm = — Scs - Se, (1-2) 

donde 

1 1 

Scs = < ^pae^'^'^dmi^n"' " ^ £^'""'£a6c'^p"'^m ^n" >, (1-3) 

es la clase caracteristica de Chern-Simons. Esta se obtiene de la 
densidad de Hirzebruch-Pontryagin en dimension 3+1 

* D D — ^mnls TD T? i^t f) ViT^ / ^ A\ 

KK = -e Kmnrt-ttls — , U'^J 

luego de integral omitiendo toda dependencia de . En (1.3) 
ojp"- = ojp°-{e) de tal forma que la torsion es nula 

Se viene dada en su forma, equivalente, en triadas* 



Se = w::^,< epaS^^^R*^^ > . (1.6) 



1 

Resaltamos el hecho de que en (1.2) Se participa con signo 
distinto al que aparece en otras dimensiones. Sin embargo, a nivel 
linealizado el signo de Se es importante para que la teoria tenga 
energia definida positiva. 

Scs es invariante bajo transformaciones locales conformes 

5ep« = ^p(x)e/, (1.7,a) 
bajo transformaciones locales de Lorentz 

Ver apendice A 
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5ep" = ep%%x), (1.7,b) 

y bajo difeomorfismos 

5e/ = e{x)diep'' + dpe{x)ei''. (1.7,c.) 
Esto se hace claro si notamos que en general 

SScs = 4 < -^"'"il^paerb - eraepb)Di5es'R**P'' >, (1.8) 
donde hemos usado el hecho de que, como T^n" = 0, 

edujm'' = £'''^(^e^"e^fa - e^^,e^")A5es^ (1.9) 

Se es invariante solo bajo (1.7,b) y (1.7,c). En Stm se ha 
perdido, entonces, la invariancia conforme. Asi, aunque Scs J Se 
no tienen dinamica local, al combinarlos tenemos una teoria con 
una excitacion masiva de spin 2 a expensas de que perdimos la 
invariancia conforme de Scs • 

Existe otra posibilidad de dar dinamica local a Se si la combi- 
namos con el termino de CS triadico [43] 

Stcs = A < ep^e^^^a^e/ > . (1.10) 

Este termino es invariante solo bajo (1.7,c), por lo que al combi- 
narlo con la accion de Einstein tendriamos una teoria curva que 
es invariante bajo difeomorfismos y no bajo transformaciones de 
Lorentz. Estas ultimas cobran importancia cuando se quiere in- 
terpretar la teoria, sin embargo, no nos ocuparemos de eso. La 
perdida de invariancia de Lorentz ha sido tambien observada en 
teorias vectoriales de calibre abelianas con un termino de Chern- 
Simons cuando se genera dinamicamente un campo magnetico que 
no se anula [48]. La accion propuesta es [43,47] 



Svcs ^ Se - iJ'Stcs, 



(1.11) 
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cuya linealizacion es la accion intermedia [17] Sy^g y como vi- 
mos describe excitacion masiva de helicidad 2/i/|/i|, dependiendo 
del signo de ^ en (1.11). Hay una formulacion curva con dreibeins 
[50], donde se introduce un termino llamado de CS traslacional 
el cual basicamente constituye un acoplamiento del dreiben con la 
torsion (i.e. S^c7''^ ~< ^pa^^'^^'T^n >)• Este tiene "lo que le falta" 
a Stcs para ser invariante Lorentz pero la teoria tiene torsion no 
nula por lo cual no la tratamos aqui. 

Tenemos, entonces, un marco jerarquico de simetrias. Em- 
pezamos con el termino Scs , de tercer orden (ya que ojp°- ~ de^ ) , 
invariante bajo transformaciones locales conformes, de Lorentz y 
de difeomorfismos. Sigue la accion de Einstein, Se, de segundo 
orden (ya que r**p"' ~ dum^), que no es invariante conforme. Por 
ultimo tenemos el termino Stcs , de primer orden e invariante solo 
bajo difeomorfismos. 

Si hacemos variaciones en Scs , obtenemos 

SScs = ~ -CP' = 0, (1.12) 

donde t 

= -^eP^^VmRn\ (1-13) 

es el tensor de Cotton. Este tensor es simetrico y de divergencia 

covariante nula debido a las identidades de Bianchi que satisface el 
tensor de Einstein Gp"^, ademas tiene, explicitamente, traza nula. 
Asi, solo puede acoplarse a fuentes sin masa y con tensor de energia- 
momentum sin traza. 

Siguiendo con Se-, las ecuaciones de movimiento provenientes 
de hacer variaciones en ella, son 

5Se = ^^ = 0, (1.14) 



Wer apendice A 
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donde G^' = Rp^ - \gP^R es el tensor de Einstein. Ya dijimos que 
Se no tiene grados dinamicos locales. Al aclopar Se con materia 
tendremos que el espacio tiempo es localmente piano fuera de las 
fuentes, ya que en dimension 2+1 el tensor de Riemann es equiva- 
lente al de Einstein 



Rmn — ^mnr^ Gt . (1.15) 

Sin embargo, este espacio, localmente piano, tiene estructura to- 
pologica y geometrica no trivial [14,46,49]. 

En este mismo nivel de simetria esta la accion topologica ma- 
siva, Stm- Sus ecuaciones de movimiento son 

SStm = ~ -CP^ - = 0. (1.16) 
A* 

Esta accion, por la presencia de Se , si puede acoplarse con fuentes 
masivas. Ya que Cp^ = 0, tenemos que en ausencia de fuentes 
externas la curvatura R es nula. 

En el nivel de menor simetria esta Stcs ■ Si hacemos variaciones 
en ella, e imponemos que la torsion sea nula, tendremos 



SStcs = ~ a;^^' - 6mV = 0, (1.17) 

donde 



ij^P = a;^V/, (1.18) 

La ecuacion (1.17) ademas dice que tom^ = 0; asi, el termino Stcs 
es trivial por si solo. 

El objeto no es necesariamente simetrico, ni tiene traza 
nula. Su relacion con el tensor de Einstein GgP es 

G/ = -^sP^^Vms + le^^^sstroolojm'', (1-19) 
y la simetria de GsP induce que 
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VtUs' - Vsiot' = ^SpstUj'Puj/. (1.20) 

El primer miembro de (1.20) es la divergencia covariante de (1.17), 
y su segundo miembro es nulo si Usp = ujps, o si ujr'' = . Luego, al 
acoplar con materia la simetria del T"^*^ implicara su conservacion. 
Igualmente si T^^ = tambien P^T"^^ = por (1.20). 
Tomando traza en (1.19), obtenemos 

R = --^eP'^'^VpLOmn - {u^mU^r ' ^m"^^/)- (1-21) 

Finalmente, veamos las ecuaciones de la gravedad VCS . Ten- 
emos que las ecuaciones son 

^pa = ^**pa _ ^^WSQ^^a ^ (l.22,a) 



eP^^'Dmen" = 0, (1.22,b) 

Cuando la torsion es nula, la transformacion de difeomorfismos 
puede escribirse como 

Sep" = DpC + e\cep%% (1.23,a) 

con 

l^^ = -C^n^- (l-23,b) 

Asi 

hSvcs SepaEP'' > 

de donde obtenemos la identidad de Bianchi 

DpEP" - //£'^"*a;/e,b<etce"'' = 0. (1.24,a) 
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Las identidades (1.24, a) se reescriben como 

Vp{GJ - fiiu^n" - SnV)) - tie''''ursUJnt = 0, (1.24,b) 

por lo que al aclopar con una fuente simetrica, esta debera ser 
covariantemente conservada. 

De (1.22) llegamos a las ecuaciones de movimiento 

HJ^P - IMv'^P = 0, (1.25) 

donde observamos que oj'^p = ojP"^ . Ademas en ausencia de fuentes 
externas la curvatura 



R = 4iiu}i\ (1.26) 

no es necesariamente nula. 

De (1.25) podemos relacionar las ecuaciones de la gravedad 
VCS y la gravedad TM . De hecho, si aplicamos {-g)~'^/^e^'^'^Vr a 
(1.25), usando (1.19), obtendremos 

l^sp _ Qsp ^ _ 1 pmn^.^^^^r-^^t^ (^ 27) 

que corresponde a (1.16), pero con un termino no homogeneo. Al 
linealizar, este termino no aparece y por tanto afirmamos que las 
ecuaciones de sb\. son como el "rotor" de las de la accion S\rr^- 



Capitulo V 

ROTURA DE SIMETRIA 



Hemos visto que tenemos teorias masivas de spin 1 y 2 donde 
todavia quedan invariancia respecto a determinadas transforma- 
ciones locales. En este capitulo estudiamos la posibilidad de "rom- 
per" estas simetrias, apareciendo un cuadro de estrecha similitud 
entre las teorias de spines distintos. Veremos que la teoria con mas 
simetria (la S^j^) no permite este tipo de proceso. 

1.- Teoria de Proca-Chern-Simons 

1.1.- La accion como producto de un proceso de rotura espontanea de 
simetria. 

Partimos de la accion a primer orden [51,52] 

- Iffr + frS^'^^'dnan - ^arS^^^dman >, (l-l) 

donde Pr.P^.'p.'p^ son variables independientes. El acoplamiento 
entre el campo escalar y el campo de calibre es minimal, asi, 
D — dr - iear ■ La accion es invariante bajo las transformaciones 
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infinitesimales 





(l.2,a) 




(l.2,b) 




(l.2,c) 


Sfr = 0, 


(l.2,d.) 



El procedimiento de rotura espontanea de simetria es el usual: 
< f >vacio= V y^O; asi, cambiamos (p ^ cp' = (p-V y por conveniencia 
cambiamos Pr,P^ P''' + ieVar,P^' -ieVar- En terminos de estas 
nuevas variables, S pasa a ser 

S =< P^'^Pr - P^'DrV - P''\DrV)^ + ieV ar[{Drip)^ - + 

- [h\^\\hV{^ + + hV^ + + + v?t)]2 > + 

+ Spcs, (1.3) 

donde hemos omitido las Spcs es 

Spcs -ffr + 2/,£™"a^an - /xa.e^^^^a^a, - m^a.a^ >, (1.4) 

con 

= 2eV^. (1.5) 

Llamamos a Spcs la accion de Proca-Chern-Simons. En el sector 
escalar (1.3) puede verse que solo se propaga la excitacion escalar 
real ~ + (^t y que la otra excitacion escalar posible ~ - (^t ya no 
esta [53]. Nosotros centraremos nuestra atencion en la parte vec- 
torial de (1.3). Esta parte tenia, antes del procedimiento de rotura 
espontanea de simetria, una sola escitacion de masa /i y helicidad 
+1. Luego del proceso, el termino m^ara"" rompe la invariancia de 
calibre y como veremos Spcs propaga dos excitaciones masivas con 
masas distintas, a diferencia de la accion de Proca. 
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1.2.- Analisis Covariante 



Las ecuaciones de movimiento provenientes de (1.4) son 

- fidra„,) - m^a'' = 0. 



(l.6,a) 
(l.6,b) 



Si sustituimos (1.6, a) en (1.6,b) obtenemos la ecuacion de segundo 
orden 

□On - dnd'-ai - iie'''^ ndram - rr?an = 0, (1.7) 

que trae como consecuencia que o„ es transverse, asegurandonos 
la no propagacion de la componente de spin de an- 
En el lenguaje de proyectores (1.7) se "ve" como 



de donde 



con (e = jJi/m) 



UPjai - iid'/'^ir!ai - m^an = 0, 



(rf/^ + m^)(rf/2 _ m±)P±a = 0, 



m± = — (^/l + ^±l). 



(1.8) 



(1.9) 



(1.10) 



Si acoplamos am con una fuente externa conservada, i.e. su- 
mamos un termino de la forma a^J"^ a la accion, obtenemos que 



(l.ll,a) 



con 



m+ + m_ 



m_ 



■■"^ I n^^^ I 

~ Y^-^m "I ) + 

□ — m+ 



+ 



m. 



n — mP' 



□1/2 



m. 



(l.ll,b) 



En (l.ll,b) observamos que el propagador esta constituido per 2 
terminos, los cuales son proporcionales al propagador de la accion 
autodual. Esto puede verse rapidamente si consideramos la accion 
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Sad (Capitulo II, ecuacion (1.6)) con un termino adicional de 
acoplamiento OmJ"" con drnJ"^ = 0. Las ecuaciones de movimiento 
en funcion de proyectores es 

[□^/^(P+ - P_) - mP]a = - — PJ. (1.12) 

m 

Invertimos (1.12), llegando a que 

O-m = -^{AD)rn Jl, (1.13, a) 

con 

^i,AD)rn = ^r^{Pj+^U)- (1.13,b) 

□ — m V m / 

Observamos que los terminos en (l.ll,b) son efectivamente pro- 
porcionales a los de la teoria autodual pero con masa m+ o m_ . 
Ademas (1.8) puede factorizarse como [34] 

-(rf/2(P+-P_)-m+(P++P_))(-rf/2(P+-P_)-m_(P++P_))a = 0, (1.14) 

que es el producto de las condiciones de autodualidad correspon- 
dientes (Capitulo II, ecuacion (1.4)). Cuando a* ^ 0, m± m j 
la ecuacion (1.14) es el producto de las "raices" de la accion de 
Proca. 

1.3.- Descomposicion 2+1 y la energia 

Si partimos de (1.4), haciendo la descomposicion 2+1, llegamos 
inicialmente a 

Spcs = I <f{f - 2Aa^) + a{m'^a + 2fiAa^ - 2A/^) + 

- f^Af^ + m^a^Aa^ + rn^a^Aa^ >, (l.l5) 

donde hemos tornado ao = a, = SijdjoF +dia^ , como en el Capitulo 
II (analogamente para /^). Observamos que f j a son multipli- 
cadores asociados a vmculos cuadraticos que permiten despejarlos 

f = Aa^ , a=^iAf-^iAa^). (1.16) 
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Al sustituir (1.16) en la accion llegamos a la forma desvinculada 
de Spcs- Luego de definir 

g^(-A)V2aT ^^(_A)V2J^ (I.17,a) 
q^^(-Ay/\f-^^a^) , p = m(-A)^/V, (l.l7,b) 

la accion reducida toma su forma final 

^PCS =< T^Q+Pq- ^PP - ^TTTT + ~q{-A)q 

1 1 
- 2<3(-A + rr?)Q + -(mQ + iiq){mQ + fiq) >, (l.l8) 

que muestra que el hamiltoniano es definido positivo. 

En (1.18) observamos que pareciera existir algun acoplamiento 
entre los dos grados de libertad, ya que tenemos un termino en 
'^pcs 1^ forma mnqQ . Sin embargo vimos que el propagador es 
la suma de dos propagadores "autoduales" . Asi, el sistema debe 
estar desacoplado. De hecho, si hacemos la transformacion 

q± = Q + a±q, (l.l9,a) 
P± - ±(^±1^, (I.19,b) 

CK-i- — Q!_ 

con 

m 

a± = ± , 1.19,c) 

el sistema se desacopla. Si adicionalmente redefinimos 

Q± = ( )'/\±, (l.20,a) 

m+ + 171- 

p. = (^^^ii^)'/^j>±, (l.20.b) 

777.-I- 

Uegamos a la expresion final, desacoplada, de Spcs 
s%cs =< P+Q+ + P-Q- - Ip+p+ - \p-P- - \q+{-^ + 

- ^Q_(-A + m^)Q_ > . (1.21) 
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2. Teon'a de Einstein autodual 



2.1 La accion, analisis covariante 



A nivel linealizado la accion de Einstein 




(2.1) 



es invariante bajo las transformaciones locales 



(2.2,a) 
(2.2,b) 




5^pa = -dpi 



donde (2. 2, a) son las transformaciones de calibre y corresponden, a 
nivel curvo, a las transformaciones de difeomorfismos. (2.2,b) son 

las correspondientes transformaciones de Lorentz locales.* 
El termino CS triadico linealizado 



es invariante solo bajo transformaciones de calibre. Por ultimo, el 
termino de Fierz-Pauli 



no goza de ninguna de estas invariancias. 

El contexto presentado se encuentra dentro del mismo espiritu 
con que analizamos las teorias curvas, cuando presentamos los dis- 
tintos terminos S^g , 5'^ y Stcs como pertenecientes a un esquema 
jerarquico de simetrias. Aqui, partimos con la accion de Einstein y 
terminamos con el termino de Fierz-Pauli. Cuando consideramos 
S^E - I^Stcs 5 vimos que corresponde a una excitacion masiva de he- 
licidad 2. Esta es solo invariante bajo difeomorfismos. Decimos 
que la invariancia Lorentz ha sido rota y producto de esto tenemos 
el espectro fisico descrito. Cuando consideramos -nS!j.(jg -w?Sfp-, 
tenemos la teoria autodual. Decimos que la invariancia de calibre 
ha sido rota y producto de esto tenemos una excitacion masiva de 
masa m?/\ii\ y helicidad -2 L Este proceso es analogo al caso que 

Ver apendice A 
Wer sub-seccion 1.2 del Capitulo III 




(2.3) 




(2.4) 
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tomamos el termino de CS vectorial y le surnames el termino de 
Proca, dando como resultado la accion AD vectorial. Esta aparece 
si tomamos una teoria con un campo escalar acoplado minimal- 
mente con un campo electromagnetico, donde tenemos el termino 
de CS vectorial, en vez del termino de Maxwell y aplicamos el for- 
malismo de Higgs para romper la simetria de calibre. Por ultimo 
Se - m^SFP es la accion de Fierz-Pauli, que corresponde por ana- 
logia a la accion de Proca. 

Vista la analogia con el caso vectorial, cabe, entonces, pregun- 
tar que sucede si consideramos la accion [52,54,55,56] 

4^""^ = Se- f^Sircs - m^Spp, (2.5) 

la cual apodamos accion de Einstein autodual. Miremos primero 
cual sera su espectro fisico. Al hacer variaciones respecto a ujm"', 
podemos obtener la expresion de ujm"' en funcion de hm°' ■ Al susti- 
tuirla en la variaciones respecto a hpa , llegamos a 

-m^{h''P -rjP^hs') ^0. (2.6) 

En funcion de proyectores y operadores de transferencia, (2.6) 
queda como 

[(□V2-m)P| - ^^n'/'iPls - P'-s) + ^'(Ph - P's) - (□ - ^')Pl 

_^|-|l/2^pl^ + P+E + P+SE + P+ES ~ P-S ~ P-E ~ P-SE ~ P-Se) + 

+ m-'Pl + ^iU''\Pls + Psb) + ^/^m\P^s + Psw)]h = 0. (2.7) 
Aplicamos Pgwi Pri Pws sobre (2.7) y conseguimos que 

V2rr?Plh = 0, (2.8,a) 

(m2p^+^nV2pO^)/i = 0, (2.8,b) 
((□ - m^)P^s - I^^^^PwB - V2m^P^)h = 0. (2.8,c) 
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de donde obtenemos que P^h = P^h = P^h = 0. Aplicando P^g j 
pIe sobre (2.7) 

± |rf/'(Pi5 + P±SE)h + m^Plsh = 0, (2.9,a) 
± f^n'/\PlE + PlEs)h + m^PlEh = 0, (2.9,b) 
de donde Pgh = P^h = 0. Asi, nos queda solo el sector de spin 2 

(□^//□^/^ -m2)P^5/i = 0, (2.10) 

o 

(n^/^ - m±)in^/^ + m^)Plsh = 0, (2.10') 

Observamos que los linicos polos corresponderan a una excitacion 
de masa m+ con helicidad 2 y otra de masa m_ con helicidad -2. 
m± tienen la misma forma que en el caso vectorial {s = ii/m) 

m± = ^(yT7^±l). (2.11) 

A semejanza del caso vectorial, la ecuacion (2.10), verificada por la 
parte transversa y sin traza, tambien se factoriza en un producto 
de condiciones de auto dualidad (Capitulo III, ecuacion (1.12)) 

-{n"\Pls - Pis) - m^Pl){-n'/\Pls - P'-s) - m.Pl)h^^ = 
= [(□ - m+m_)Pl - {m+ - m_)n'/\Pls - P^sW 
= [(□ - m+m_)P| - pd'/^Pls - PlsW\ (2.12) 

de obtenemos (2.10) aplicando Pig o P'lg. Cabe resaltar que si 
KADim)h = 0, son las ecuaciones de movimiento de la accion au- 
todual y K'^^\m+,m-)h = las de accion de Einstein autodual, 
resulta que 

-KAD{m+)KAD{m-)h ^ i^^^'')(m+, m_)/i, (2.13) 
a menos que reduzcamos hma a sus grados fisicos de libertad (i.e. 

"'ma)- 
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Miremos el propagador. Si acoplamos hma con un corriente 
J""" las ecuaciones son ahora 



= -nJ. 



(2.14) 



Aplicando las reglas ortogonalidad entre operadores y proyecto- 
res*, de igual manera a como hemos hecho en capitulos anteriores, 
es posible invertir (2.14) 



/i= -A 



(AD) 
E 



J. 



(2.15,a) 



donde 



+ 



- m+)(n^/2 + m_) (D^/^ + m+)(tf/^ - m_) 



2m^m?_ 



(Pis + pisi^ + ^ii^ + piss)+ 



(m+-m-)Di/^ 1 1 , pi , pi ^, 
^^^^2^^^^ (P_s + P+S£; + P-i^ + P+ES) + 



+ 



K 



+ 



K 



+ 



iPh-P's) + P'B + ^{Plw + P^s) 

(m^ + — m+m_)n — m^m^)P^+ 
V2m+m_(m+ - m_)rf/2(PV + ^^s)! • (2.15,b) 



Para ver la presencia de los propagadores autoduales de cada exci- 
tacion, debemos hallar en principio el propagador de S\jj (Capitulo 
III, ecuacion (1.13)). Si sumamos a un termino de la forma 
< nhmnJ'^'^ > 5 las ecuaciones de movimiento seran 

[(□V2 _ m)Pls - (rf/^ + m)P'_s + lin'/' - 2m){Pls - P'_e)+ 

□1/2 1111 
"I 2^{P+SE + P+ES ~ P-SE ~ P-Es) + 



+ i(nV2 + 2m){Pls P'-s) - ^"\Pls + P'sb)+ 
+ m(P| + P« + ^/2{P^s + Psw)]h = -^J- 



(2.16) 



'Ver apendice B 
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Despues de cierto trabajo, usando las reglas de ortogonalidad 
entre los distintos operadores obtenemos que 

h = -Al'^+^^{m)J (2.17) 

donde el supermdice (+) nos indica que la excitacion tiene helici- 
dad +2, m es la masa de la misma. El propagador para cuando 
se propaga una excitacion de masa m y helicidad -2 se obtiene, 
simplemente, sustituyendo m por -m en A^^"^^(m). Lo llamamos 
^(AD) ("^) • Explicitamente 



2m^ 



{Pis + PIe - P-s - P-e)+ 



Kn^/"^ 1111 

+ (P+SE + P+ES - P-SE - P-ES) + 

+ :^[P'B + ^iPlw + P^s)]- (2.18) 
Entonces es inmediato ver que 

A^^^) = — (m+) +m_A|;;), (m_)], (2.19) 

llb-L. ~|~ lib — 

donde, al igual que en el caso vectorial, el propagador es la suma 
de propagadores "autoduales" . Las restricciones que por razones 
fisicas deba cumplir J seran las mismas tanto en la teoria de Ein- 
stein autodual como en la teoria autodual. 
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2.2 Descomposicion 2+1 

Partimos de (2.5) y llegamos inicialmente a 

S^E^^ =<hoo[iieijdihjo - SijOitOjo - m^hu] - a;oo[<^M - Sijdihjo]+ 

+ hoki-^e^jdihjk + e^jd^ujjk + m'^hko] + 

+ LOOki^ijdihjk +<^A;o] + ^hikSijhjk + 

~ ^hioSijhjQ + hiQEijOJjo — hik6ij6jjk+ 

Tfl^ 1 1 

Yihijhji - hiihjj) - - {oJijOJji - -coiiOJjj) >, (2.20) 

donde observamos que /loo, hok^ cjqo y t^ofc son multiplicadores, 
cuyos vmculos asociados permiten despejar Uko J hko, y 

i^ii = —^{^ij^ - didj){u;ij - nhij), (2. 21, a) 

Ki = — 4 (<^y^ - didj){iJ,'^ + m'^){hij - iJ,iOij), (2.21,b) 

Hacemos la descomposicion usual 

hij = {5ijA - didj)h^ + didjh^ + {Sikdkdj + ejkdkdi)h^^ + SijV, (2.22,a) 

oJij = (5yA - didj)ijJ^ + didjuj^ + {sikdhdj + Sjkdkdijuj'^^ + £yA, (2.22,b) 

que sustituimos en (2.20) junto con la solucion de los vmculos 
(2.21) (donde despejamos A/i^ y Aa;^), ademas de uko y hko- Lleg- 
amos asi a 

4^^^ =<2AA^[Aa;^^ - /xA/i^^] + 2Aa;^A/i^^ + AA + rr?VV+ 
- Acu^^Ao;^^ - m^A/i^^A/i^^ + A/i^(A - m2)A/i^+ 
+ A(a;^ - iih^) ^ A(a;^ - jih^) - Aco'^ Aco^ > . (2.22) 

777' 

Haciendo las definiciones 

Q = V2Ah^ , q = V2^^^^^^^^ (2.23,a) 

m 

TT = V2Aa;'^^ , p = V2mAh^^ (2.23,b) 
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la accion toma su forma final 

- ^Q(-A + m'^)Q - ^{mQ + fJ.q){mQ + ^iq) >,(2.24) 

que corresponde a 2 excitaciones, con energia definida positiva. 
El aspecto de (2.24) es exactamente el mismo que (1.18) del caso 
vectorial. Asi, sabemos que las dos excitaciones estan desacopladas 
y tienen masas m+ y m_ . Este resultado reafirma lo que ha venido 

ocurriendo a lo largo del trabajo respecto a la analogia entre los 
casos vectoriales y tensoriales. 

Este esquema se repite con las teorias de spin 3 y suponemos 
que pueda generalizarse para cualquier spin entero [20]. 

3.- La no viabilidad de romper la simetn'a para la teoria TM 
3.1.- La teoria con los dos terminos de CS 

Hemos visto que podemos romper, consistentemente, la sime- 
tria de la teorfa Svcs linealizada. La teoria TM es invariante bajo 
transformaciones locales de calibre y de Lorentz. Esto nos presenta 
un marco de simetrias mas amplio para "romper". Analizamos 
primero la posibilidad de que se pierda solo la invar iancia Lorentz. 

La accion de la teorfa TM es 

4m = ^(-£^™^a,/iSG'P"(/i(-^))r7.„ (3.1) 
donde, como siempre 

^mo ~ ^ma ~l" ^am (3-2) 

4m 6^ claramente invariante bajo las transformaciones menciona- 
das. En particular la invariancia Lorentz en (3.1) es trivial pues la 
accion depende solo de /i^^. Podemos reescribir (3.1) si notamos 
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que la expresion de a;^", en funcion de /i^", cuando la torsion es 
nula 

^a"^ = —Sa'^e^^'^drhsl + S^'^'drhs^ (3.3) 

nos permite obtener 

eP'^''dmOJn'' = -CP" (/i^^^ ) , (3.4,a) 
i(a;,„a;«^ -a;/a;„") = -\{htiG^^{h^^^)) = Se- (3.4,b) 

Asi 

con ojpa dado por (3.3). 

Una expresion a primer orden de S^l^ es 

+ 2//A/£P'^^(a^/l,„ - LOr'sbsa)), (3.6) 

donde hemos agregado un "multiplicador" Xp"' de forma que se 
forza el "vinculo" (3.3). (3.6) es invariante bajo las transforma- 
ciones de calibre: Shpa = dp^a, Sujpa = y las de Lorentz: 5hpa = 
-Spabl^ 1 5^pa = -dpla- Eu ambos casos 6Xp°' = 0. 

Rompemos la invar iancia de Lorentz sumando, a la accion, el 
termino 4c5- ^sf, partimos de la accion [55,56] 

S(CS+CS) = Srj^M^ - '^^TCS 

- ^{iVpasP'^'drUJ^ - i^iujpau'^P - a;/a;a")+ 

-miihpaeP'''drhs°'). (3.7) 

Las ecuaciones de movimiento provenientes de hacer variaciones 
respecto a Wpa, ^pa y hpa son 

e^'-'drUJs'' - fiioj^'P - v^'V) - /^(A'^P - r/^'«A/) = 0, (3.8,a) 
s^'-'drhs'' - {u"^ - rf'u/) = (3.8,b) 
£^'"a^(A/ - mhs") = 0, (3.8,c) 
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donde (3.8,b) es la ecuacion equivalente a (3.3). 

Si tomamos la divergencia respecto a p en (3.8) y sacamos su 
parte antisimetrica obtenemos que y \a son simetricos; y para 
Apo y hpa se cumple 

5'a(*)^"-9^(*)a" = 0. (3.10) 

Tomando la traza de (3.8), tendremos en consecuencia que 

0, (3.11,a) 
(3.11,b) 

Asi que de y nos quedaran solo sus partes transversas y 
sin traza. Tomando divergencia respecto a "a" en (3.8) y con 

(3. 11, a) tendremos que si escogemos el calibre dph^'^ = 0, entonces 
hpa es simetrico y como resultado, al igual que para \pa y ujpa nos 
quedara solo su parte transversa y sin traza. Tenemos, por tanto, 
que el sistema (3.8) describe excitaciones de spin 2 puro. 

Al tomar en cuenta que solo importan las partes a;J^*, Aj^ y 
hpl , obtenemos que para hp^ se cumple 

e^^'drUh^s^'^ - ijnh^^^'^ + mneP'^'drhJ^-^ = 0, (3.12) 
que al proyector en sus partes hpa^^^ y /ipi^"^ , nos da 

(□V2(ni/2 ^ ^) _ ^^)ni/2/,J^*(±) = 0, (3.13) 

o 

(□^2 ^ M+)(nV2 ± M_)nV2/i2(±) = 0, (3.13) 

con {e = n/m) 

M± = ^(y^±l). (3.14) 

La posible excitacion sin masa no aparece. Esto se ve mas claro al 
hacer la descomposicion 2 + 1 de S(^cs+cs)- Sin embargo, notaremos 
que el sistema no es viable pues carece de energia definida positiva. 



me^ drhsp = UJr = = 

d^ioP" = a„AP" = 0. 
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Al hacer la descomposicion 2+1 obtenemos inicialmente 



+ mfihikeijhjk + 2//Ajo£y/ijo+ 

— 2jiXii(eijhjk + iJ,{u}iiU!jj — u!ij(jjji)+ 

^jj ~ (3.15) 

donde los vmculos asociados a los multiplicadores woa, hoa J Xoa, 
son 



C° = -SijdiUjjo - jjiUii - jjiXii = 0, (3.16,a) 

= EijdiUjk + /UWfco + /"Afco = 0, (3.16,b) 

= m/ieijdihjo - fiSijdiXjo = 0, (3.16,c) 

D'' = -m/ieijdihjk + jJLSijdiXjk = 0, (3.16,d) 

= -/lojii - iiSijdihjo = 0, (3.16,e) 

E'' = ijujko + I^Sijdihjk = 0. (3.16,f) 



Descomponemos hij y ujij como en (2.22). A lo descomponemos 
igualmente 

Xij = {SijA - didj)p^ + didjp^ + {sikdkdj + Sjkdkdijp^^ + SijP (3.17.) 
Del conjunto de vmculos (3.16) despejamos ^^0, Afeo, Ao;^, Ap'^^ , 
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Ap^ , Ap-^ y la parte transversa de hko , AiV^ , obteniendo 



^fco = SkjdjAh^ + dkiAh^^ + V), (3.18,a) 



dk{Auj'^^ + X- liAh^^ - fiv)], (3.18,b) 

Acj^ = ^ ^ h^, (3.18,c) 

m// m 

Ap^^ + p = m(Ah^^ + V), (3.18,d) 

Ap^ = mA/i^, (3.18,e) 

Ap^ = a;^ + ((m + p)A - m^n)Ah^, (3.18,f) 

mil mfj, 

AN^ = — A2(a;^ - ^h^). (3.18,g) 
mp 

Al sustituir (3.18) en (3.15), Uegamos a 

S(cs+cs) = ^(2iiAh^H^^ + 2Au;^Alo^^+ 

+ 2Aa;^(A - mp)A/i^ - pAa;^Aa;^+ 
- ixAh^AAh^ - 2fiALj^^{H^^ + p) + 
+ 2pp( Aa;^^ + A) - pAo;^^ Acj^^ + pAA) , (3.19) 



donde 

H'^^ = m{Ah^^ + V)-p. (3.20) 

Observamos que la parte longitudinal de hko , AN^ , no aparece en 
la accion. Esta constituye la parte sensible a transformaciones de 
calibre de esta variable. Asi, (3.20) es explicitamente invariante de 
calibre {5H'^^ = 0). A y p aparecen como multiplicadores de La- 
grange asociados a vmculos cuadraticos que permiten despejarlos 

A = -p = Aa;^^. (3.21) 

Al sustituir A y p, y hacer las redefiniciones 

Qi = V2A/i^ , Pi = V2H'^^, (3.22,a) 

Q2 = V2-uj'^^ , P2 = v^Aa;^^, (3.22,b) 
1^ 
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llegamos a la forma final, reducida, de S(^cs+cs) 



- ^{mQi + iiQ2f + \{Qi - Q2)(-A)(gi - Q2) + 

+ \m^QiQi), (3.23) 

con energia no definida positiva. Asi, la teoria TM linealizada no 
permite una rotura espontanea, consistente, de su simetria bajo 
transformaciones de Lorentz. 
3.2.- La teoria TM con todas sus simetrias rotas 

Miremos, ahora, que sucede si consideramos la posibilidad, mas 
fuerte, de poder romper todas las simetrias de la teoria TM, lin- 
ealizada. Esto se consigue si le sumamos a 5^'^ el termino de 
Fierz-Pauli. Partimos entonces de la accion [55,56] 

S(TM+FP) — ^TMi + rn^Spp 

+ 2^Xp''eP'''{drhsa - O0r^ebsa) + 

+ m''fx{hpah''P - hpPha'')). (3.24) 
Las ecuaciones de movimiento son 

eP'^'drUs" - //(^^"P - TiP^uj/) - i^iX'^P - ryP^A/) = 0, (3.25,a) 

eP^'^drXs" + m'{h''P - rfh/) = 0, (3.25,b) 

s^'-'drhs'' - {uj^'P - rjP'^h/) = 0, (3.25,c) 

Si tomamos divergencia respecto a p, sacamos la parte antisime- 
trica y la traza de (3.25), obtenemos que tanto para ujpa, \pa y /^pa, 
se cumple 

5a(*)^" - 5^(*)a" = 0, (3.26,a) 
Spaii^Y" = 0, (3.26,b) 
(*)a" = 0, (3.26,c) 



1 „ „ 1 
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quedandonos solo la parte se spin 2 de cada uno. Las ecuaciones 

Tt( ziz) 

para hpa son 

[□(□^2 ^ ^) ^ mV]/^Ji^^^ = 0. (3.27) 

Las posibles excitaciones, masivas tendran masas que consti- 
tuyen las raices positivas de ^ /ix^ ± m'^ii . Para la helicidad +2 
observamos que x^ crece mas lento que iix'^ -m^/i, si x < /i. Luego, 
si ij es grande comparado con m^, tenemos la posibilidad de que 
existan 2 raices positivas de la correspondiente ecuacion para las 
masas. Una sera menor que y la otra mayor que (estamos 
suponiendo que fiy o). Las llamamos m+i y m+2- La tercera raiz 
es negativa, pero constituye el opuesto de la unica raiz positiva de 
la ecuacion de las masas para la helicidad -2 . La llamamos m_ . 
Las otras dos raices de la ecuacion para esta helicidad (-2) son 
-m+i y -m+2 . Si cambiamos /i por -/i se invierten las helicidades 
del espectro. Si cambiamos por -m^ aparecen raices complejas. 
Por lo tanto, para > 0, (3.27) se factoriza como 

(rf/2 ^ m+i)(rf/2 ^ m+2)(rf/' ± m_)/ij;j(±) = 0. (3.28) 

Veamos, sin embargo, que la energia del sistema no es definida 
positiva. 

Al hacer la descomposicion 2 + 1, nos encontramos, al igual que 
en el caso que tratamos anteriormente, con que cuoa, A y hoa son 
multiplicadores de Lagrange asociados a los vmculos 





= 0, 


(3.29,a) 


SijdiUjk + iMiJkQ + Afco 


= 0, 


(3.29,b) 


—SijdiXjo + m^hii 


= 0, 


(3.29,c) 


EijdiXjk — rn^hko 


= 0, 


(3.29,d) 




= 0, 


(3.29,e) 


<^fcO + ^ijdihjk 


= 0, 


(3.29,f) 



de donde (con las descomposiciones (2.22) y (3.17)) 
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uJko = SkjdjAh^ + dk{Ah'^^ + V), (3.30,a) 
Afeo = -[^kjdjiAu;^ - ^Ah^) + dk{Au;^^+ 

+ dk ( Aa;^^ + A - /lAh^^ - I^V)], (3.30,b) 

hko = -^[skjdjAp^ + dkiAp^"- + p)], (3.30,c) 

Au^ = - Aa;^, (3.30,d) 

, r A(A-m2) ^ A^ ^ . ^ 

Ap^ = ^ ^p^ + —h^, (3.30,e 

A/i^ = + {^^)Ah^. (3.30,f) 
Al sustituir (3.29) en la accion, tendremos 



S{TM+FP) 



(3.29) 2p\ 

- 2^\ikeijhjk + niuiiujj - ujijujji) + 
+ 2ii{Xiiu;jj - XijUJji) - m^ii{hiihjj - hijhji) 

= -(2iiAh^Ap^^ + 2Aco^Auj^^ + 2^Ap^Ah^^+ 

- jiAu)'^ Auj'^ + p,XX + /iAw'^^Aw'^^+ 
+ 2Ah^AAu}^ - iiAh^{A - m^)Ah^+ 

+ mVA/i^^A/i^^ - m^pVV - Ap^AAp^+ 

- 2pAp^ Aa;^ + 2pAp - 2pAa;^^ Ap^^^ , (3.31) 

donde, entonces, A , p y V aparecen como multiplicadores asociados 
a vmculos cuadraticos. 

Su solucion, A = F = p = 0, la sustituimos y hacemos las re- 
definiciones 

V2Ah^ = Qi , v^Ap^^ = Pi, (3.32,a) 

A T 

V2^^ = Q2 , y2Aa;^^ = P2, (3.32,b) 

V2^^ = Qs , \f2Ah^^m = P3. (3.32,c) 
m 
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Llegamos, asi, finalmente a la forma reducida de S^tm+fp) 

^{TM+FP) ~ (PlQl + P2Q2 + -P3O3 + 2-^1-^1 + 

-\{Pl + P2f + \PzPz - ^Q2(-A)Q2 + 

+ ig3(-A)g3 + \{Qi - Q2){-A){Q, - Q2)+ 

1 9 1 9 

+ ^m^QiQi + 2^ <53<53+ 

-^(/xQ2 + mg3)'), (3.33) 

la cual muestra que la energia es no definida positiva. 

Concluimos que tampoco podemos romper, consistentemente, 
las simetrias de 5^'^ , agregando un termino de Fierz-Pauli. 



Capitulo VI 



COMPORTAMIENTO ANYONICO 

EN TEORIAS VECTORIALES 
Y DE GRAVEDAD LINEALIZADA 



PLanteamos en este capitulo la posibilidad de implementar spin 
y estadistica fraccionaria en teorias acopladas con un campo elec- 
tromagnetico o con un campo gravitacional debil. Nuevamente 
aparece una estrecha analogia entre las teorias vectoriales y spin 2. 

Desde otro punto de vista esta capitulo sirve tambien como 
un ejemplo de las teorias ya analizadas en presencia de fuentes 
externas. 

1.- Spin y estadistica en dimension 2+1 

En 3 dimensiones espaciales el grupo de rotaciones SO (3) es 
no abeliano. Asi, cuando cuantizamos puede demostrarse que la 
componente del momento angular en la direccion de un eje fijo 
tiene autovalores que son multiplos semienteros de h . Para el spin, 
por ser un momento angular intrmseco, la situacion es analoga. 
Decimos, cuando tomamos ^ = 1 , que el spin en 3 dimensiones es- 
paciales, tiene valores semienteros o enteros. Ademas, las funciones 
de onda que representan estados de dos o mas particulas identicas 
son simetricas o antisimetricas, respecto al "intercambio" de dos 
de estas si, respectivamente, su spin es entero o semientero. 



76 



En 2 dimensiones espaciales la situacion es distinta. Las rota- 
ciones planares se realizan alrededor de un eje comun, por lo que 
no habra reglas de conmutacion no abelianas. Asi, el momento 
angular, y por ende el spin, no esta restringido a tomar valores que 
sean multiplos de 1/2 . Esta posibilidad real de tener particulas con 
cualquier spin nos Ueva a introducir el concepto de "anyon" (del 
ingles any = cualquiera) con el que identificamos a las particulas 
que posean spin que no sea entero o semientero. Respecto a la 
estadistica, ademas de las usuales (fermionica y bosonica) en 2 di- 
mensiones espaciales tenemos la posibilidad de tener otro tipo de 
estadisticas. Esto aparece de manera natural si tomamos en cuenta 
la topologia del espacio de configuraciones de n particulas identicas 
[57,58,59]. 

Cuando un sistema clasico es cuantizado, es descrito por fun- 
ciones de onda ipiq) sobre el espacio de configuraciones Q. La 
correspondencia entre los estados cuanticos del sistema y estas fun- 
ciones de onda no es uno a uno, ya que la predictibilidad no cambia 
si multiplicamos la funcion de onda que representa un estado por 
un factor de fase. Si Q es simplemente conexo siempre es posible 
definir esta fase globalmente [58]. Cuando Q no es simplemente 
conexo esto no es posible hacerlo siempre. 

La evolucion del sistema viene dada por la ecuacion de Schro- 
dinger 

ihdtip = Hopip (1.1) 

donde Hop es el hamiltaniano del sistema. Hop es un operador local, 
asi, cuando Q no es simplemente conexo podemos "levantarlo" 
univocamente al espacio de recubrimiento universal Q, de Q y 
hacer mecanica cuantica con funciones de onda univaluadas V^(g) 
sobre Q, quedando por resolver bajo que condiciones volvemos a 
Q. 

Cuando tenemos a Q, este viene dado junto a un mapa de re- 
cubrimiento TT :Q ^ Q. Ademas, el grupo fundamental de (5,7ri(Q), 
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actiia libremente sobre Q, y Q es el cociente de Q bajo esta accion 

Q 



7ri(Q) 



= Q. (1.2) 



Se dice que Q es un fibrado principal sobre Q con grupo de estruc- 
tura rci{Q). Esto puede aclararse si construimos explicitamente 
a Q. Una manera de hacerlo es la siguiente [58,59]: Tomamos un 
punto qo eQ fijo y formamos el conjunto, VQ, de todos los caminos 
que empiezan en qo y terminan en algun q e Q. Llamemos a los 
elementos de VQ, Tq. Sea [r,] la clase de equivalencia de todos 
los caminos homotopicos a r^. Para cada punto q habran varias 
clases [r^] asignadas. Puede probarse que 

Q = {[r,],geg}. (1.3) 

El grupo fundamental 7ri(Q) es el conjunto de las clases de 
equivalencia asociadas a go 

7ri(Q) = {[r,o],goeg fijo}. (1.4) 

La estructura de grupo emerge si definimos el producto entre clases 

[rgo][r;o] = [r,oUr;j, (i.5,a) 

donde r^^ ur^^^ se entiende como el camino, cerrado, que resulta de 
recorrer r^,, y luego r'^^ . El inverso de cada elemento es la clase de 
equivalencia 

[r.o]-' = Ko]^ (i-5,b) 

donde es Tq^ recorrido en sentido inverso. La identidad son 
todos los caminos homotopicos a go 

e=[r,o][r,o]"' = 'V'. (i.5,c) 
La accion de niiQ) sobre Q viene dada por 

[rq,]^[Tq,][Tq]^[Tq,UTq]. (1.6) 
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El mapa de recubrimiento es 

7t:Q^Q; 7r([r,]) = q. (1.7) 

Observamos que 7r~^(g) son puntos que difieren por una accion de 
■Ki{Q). Asi, todo lazo 7 sobre algiin punto q e Q se levanta como 
un camino, 7, en Q que empieza y termina en la libra 7r~^(g). 

Q puede descomponerse en la union de "dominios fundamen- 
tales" [57,59], cada uno de los cuales es isomorfo a Q. Estos con- 
tienen una y solo una preimagen de cada punto q e Q y podemos 
pasar de un dominio fundamental a otro por la accion de 7Ti{Q) 
sobre Q. Definimos,ahora, una funcion de onda multivaluada ip{q) 
que toma los valores V'([7]5) ? donde [7] recorre todo ni{Q) . Si quere- 
mos que para dos puntos q j q' enla fibra de q, ^jj{q) y ^Jj{q') tengan 
la misma predictibilidad fisica, entonces 

kb]Q)=amm, Vgeg (1.8) 

donde |a([7])| = 1, para todas las [7] e 'jti{Q). Puede probarse que 
a([7]) es una representacion unitaria unidimensional de 7Ti{Q). Ten- 
emos entonces que se induce una accion de 7ri((5) sobre ip{q) en el 
sentido que si movemos a q sobre un lazo 7 en Q las funciones de 
onda difieren por la fase a ([7]). 

Finalmente, debido a que el principio de superposicion se cum- 
ple entre funciones de onda que adquieren el mismo a ([7]) por 
la accion de 7ri(Q), tendremos distintos sectores en el espacio de 
Hilbert de estados caracterizados por el factor a{[y]) que adquieren 
las funciones de onda tl^i^q) al mover q sobre un lazo 7 en Q [57]. 
Cuando Q es el espacio de configuraciones de n particulas identicas 
Mn, la accion de 7ri(M„) sobre las funciones de onda corresponde 
justamente a hacer un intercambio. Veamos entonces como es M„ 
[60-63]. 

Consideramos n particulas identicas en TZ'^ . En principio ten- 
dremos que 

M„ c 7^'^ X 7^'^ X • • • X = TV"^. (1.9) 
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La indistinguibilidad se hace presente si tomamos el cociente de 
j^nd pQj, accion del gmpo simerico Sn- Ademas pediremos que 
las particulas no colisionen. Esto corresponde a eliminar todos los 
puntos diagonales de 7U"^ ^ (i.e.) 

^ ^ I ^1, ■ ■ ■ , e t.q. ^^ = '^j para al 1 
1 menos un par con i ^ j. J 



Asi, tomamos [60,61] 



Nos interesa como es 7ri(M„). Para d > 3 resulta que [60,61] 
7ri(M„) = 5„. 

Si definimos o-j como el operador abstracto que efectua el inter- 
cambio del objeto i con el z + l, en un arreglo de n objetos, resulta 
que todo elemento de Sn es generado por 1, (7i---crn-i, donde 1 
representa la identidad de Sn . Estos generadores verifican 



(TjCTj = (TjCTi SI 



(l.l2,a) 

-J|>2, (I.12,b) 

CTiCTi+lCT'i = O'i+lCTiCri+l. (l.l2,c) 

Nos interesa las representaciones unitarias de Sn ■ Le asignamos 
una fase e~*^^ a cada aj. La propiedad (1.12,c) no dice que 9i = 
9i+i = 9. Luego (1.1 2, a) implica que 29 = 2kn, con k entero. Asi 
6* = 6 TT (mod 27r). Para g e Sn 

a{[g]) = l yg, (1.13,a) 



o 



a{[g]) = ±1 dependiendo si la permutacion es par o impar. (1.13,b) 



n ) 



Para dimension espacial 2, sucede que [10,57,58] 7ri(Mn) = B 
donde Bn se le conoce como el grupo de trenzas (braid group). 
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Este puede definirse, al igual que 5"^ en terminos de la identidad y 
las cTj's, salvo que no verifican (1.12, a). Por lo tanto para Bn 

a{[g\) ^ e^''^^^"'\ (1.14) 

donde Sk es +1 6 -1 dependiendo de la ocurrencia, respectiva- 
mente, de ai o cr~^. 

Tenemos, por tanto, que la accion de 7ri(M„) sobre las funciones 
de onda es d > 3 

f %h , estadistica de Bose-Einstein 
\ ±il) , estadistica de Fermi-Dirac, 

y en d = 2 

if} ^ a{[g\)il}, con a{g) como en (1.14). (1-16) 

Observamos en d > 3 la ocurrencia natural de la estadisticas 
usuales. En d = 2s\6 = QO'K tendremos la estadistica bosonica 
o fermionica y en otro caso tenemos una estadistica no usual que 
suele llamarse "fraccionaria" . 

En 2 dimensiones espaciales, si miramos el intercambio como 
un suceso que ocurre en determinado intervalo de tiempo, el angulo 
entre la posicion relativa de 2 particulas barre, en caso de haber 
intercambio, un angulo de tt o -tt. Asi, podemos reescribir a{g) 
como [61] 

a{[g\) = e^^ii^'^'' (1.17) 

donde /^(^ij es el cambio angular del vector relativo entre las par- 
ticulas i J j. 

2.- Implementacion dinamica de la estadistica fraccional 

La amplitud de transicion entre dos configuraciones de un sis- 
tema, usando la formulacion de Feynman para la mecanica cuan- 
tica, es (cuando Q es simplemente conexo) 

K{q',t';q,t)^ J Vqe''/\ (2.1) 



81 



donde S es la accion clasica y Vq denota que la suma se hace 
sobre todas las trayectorias posibles, a, entre q y q' . Si Q no es 
simplemente conexo debemos ir a Q y al volver resulta que esta 
amplitud sera la suma ponderada [59,62-64] 

K{q't';q,t)= a{[^])K^{q' ,t';q,t), (2.2) 

b]eMQ) 

donde es el propagador parcial sobre todos los caminos a eti- 
quetados por [7] . Para esto ultimo definimos un conjunto de cami- 
nos standards, r^, desde un punto fijo qo a todos los puntos de Q. 
Luego construimos el camino cerrado r^ar"/ el cual pertenece a 
alguna de las clases de equivalencia [7] de 7Ti{Q). La libertad para 
escoger qo y el hecho de que K{q",t";q',t') K{q',t'; q,t) = K{q",t";q,t) 
nos lleva a la conclusion que a([7]), al igual que en (1.8), es una 
representacion de ni{Q). 

En Q la ley de propagacion de las funciones ^^(5) se realiza 
integrado sobre uno de los dominios fundamentales 




lo cual es equivalente a integrar sobre todo Q . Es preciso, por con- 
sistencia, que V'([7]?) = a[7]^(9) siempre, esto es, debe ser propagada 

por (2.3). Asi Kii^W, t';[^q,t) = K{q',f;q,t) J ^YW) = <^[l']i^iQ') en 

(2.3). Tenemos, por tanto, que las funciones de onda evolucionan 
dentro de un mismo sector del espacio de Hilbert. 

Pensando en el espacio de configuraciones, de dos particulas 
identicas en el piano, y teniendo en cuenta (1.17) el factor a([7]) en 
(2.2) puede reescribirse como 



«([7]) = 




donde $ es el angulo del vector posicion relative entre las particulas 
con respecto a una direccion fija. Introduciendo (2.4) en (2.2), la 
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parte correspondiente a los caminos standards y Tq> contribuye 
como un factor de fase global [61], asi la parte relevante que queda 
es 

K'{q',t';q,t) = J Vqe^/" (2.5a) 

con 

_ /.t' 

dt 



C ^ (2.5,b) 

Tenemos asi que la adicion de este termino a la accion determina 
la estadistica sin afectar las ecuaciones clasicas de movimiento. 

La ultima discusion sugiere que consideremos la mecanica cuan- 
tica de dos particulas identicas con el termino de interaccion [65] 



^dt, (2.6) 



donde 9 es un parametro numerico, llamado parametro estadistico. 
En el sentido de (1.7): 9 es 6 tt si queremos considerar, respec- 
tivamente, 2 bosones o 2 fermiones, y otros valores si queremos 
considerar anyones. 

El termino de interaccion puede reescribirse como 



/ 



<l^(^rel)-^^dt, (2.7) 



donde 

Aii^rel) ^ Eijdjlnrreh (2-8) 

que corresponde a un punto de flujo en el origen del sistema de 
referenda relativo. Esto pues B = SijdiAj = ^^i^rei)- El flujo 
del "campo magnetico" B es $ = ^. Desde este punto de vista 
cada particula "ve" a la otra como un punto de flujo magnetico. 
En este cuadro podemos decir que los anyones se comportan como 
particulas con carga ficticia q y flujo $, relacionados por el vinculo 
29 = q^. Pensando en la situacion que se presenta cuando se estudia 
el efecto Aharanov-Bohm, la fase que adquiriria la funcion de onda 
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de una particula que rodee al punto de flujo seria g$. Definimos 
entonces 

a = q(l dx'Ai, (2.9) 



como el "parametro de comportamiento anyonico", el cual usare- 
mos en las siguientes secciones. Su relacion con el parametro es- 
tadistico es 

e=^. (2.10) 

3.- Comportamiento anyonico en teorias vectoriales 
3.1.- Teon'a de CS pura y la TM vectorial 
Partimos de la accion 

S = Spart + ScS+ < Ct-mJ^ >, (3.1) 

donde la accion de la particula es la usual 

Spart = -m J ds, (3.2,a) 

y 

Scs = -f < e'^'^'^mdnai >, (3.2,b) 

que corresponde al termino de CS. J"" es una corriente conservada. 
En el limite no relativista el lagrangiano Lpart + amJ"^ puede verse 
como el usual ^mv'^ + amv'^q, si J"" =< qx'^5{x - x{t)) >. La ecuacion 
de movimiento para am es 

//£^"'a„a/ = J^. (3.3) 

La componente cero de (3.3) constituye el vinculo 

liB-J^ = 0, (3.4) 

donde B = eijdiaj es el "campo magnetico". Cuando J"" corre- 
sponde a una carga q 

q = (3.5) 
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donde $ es el flujo del campo magnetico. Tenemos asi la tipica 
relacion vincular del modelo anyonico, vista en la seccion anterior. 
Ademas, como J° es nulo en todas partes salvo en la posicion de 
la particula, i? = F12 = 0, lo que indica que es puro calibre, y que 
la particula es efectivamente un punto de flujo. El parametro de 
comportamiento anyonico es 

otcs = Q <P dx^ai = g$ 



(3.6) 



que correspondera al parametro estadistico 

Estos resultados se verifican cuando buscamos las soluciones 
estaticas para y calculamos a [29,30]. Si a la accion (3.1) le 
sumamos la accion de Maxwell, asintoticamente el termino domi- 
nante es el de CS. El vinculo (3.4) es ahora la ley de Gauss modi- 
ficada 

diE' - iiB = -J^. (3.8) 

Como el campo electrico cumple la ec. de Klein-Gordon con masa 
II, este decae con r como r'^e"'"", donde a es alguna potencia. Asi 

d'^xdiE^ = , y entonces al integrar sobre todo el espacio se sigue 
verificando (3.5). 

Las ecuaciones de movimiento para cuando el termino de 
Maxwell esta presente son 

a^F-" - iie'^'^'dmai = - J", (3.9) 

donde en el Hmite en que /x es muy grande recuperamos la teoria 
de CS pura. Como deseamos comparar con el caso gravitacional, 
tomamos como corriente J"* a 

J0 = g5(2)(r), r^gei^d^5^^\r), (3.10) 
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que corresponde a una carga q en el origen, con momento magne- 
tico dipolar ^r*. Tomamos el ansatz 

ao = a{r), ai = eijdjV{r) + di\{r). (3-11) 

Podemos escoger A(r) = 0. Asi el sistema (3.9), queda como 

Aa-//AF = ?5^2)(7') (3.12,a) 
AF - //o = -£?(5(2) (T*) (3.12,b) 

que podemos desacoplar sin ningiin problema 

{-/^){-^ + ^?)v={^Jiq + g{-m^^\-^). (3.i3,a) 

(-A + i?)a = -{q - fi9)5^^\r). (3.13,b) 

Este sistema lo resolvemos usando las funciones de Green de Yu- 
kawa y Coulomb, F(//r) y C(//r) , que verifican 

(-A + ^'^)Y{^r) = (3.14,a) 

(-A)C(//r) = S^^\V), (3.14,b) 

donde 

Y{fir) = ^Koitir), (3.15,a) 

C{^iT) = ~^H^iT). (3.i5,b) 

Ko{jir) es la funcion de Bessel modificada de orden 0. En C{^r)^ /j, 
puede cambiarse por cualquier constante con dimensiones de masa 
sin alterar (3.14,b), la funcion de esta constante es que el argu- 
mento del logaritmo sea adimensionado. La solucion al sistema 
es 

a(r) = -{q - iig)Y(iir), (3.16,a) 
V{r) = - ^^~^^V (/xr) + ^C{fir). (3.16,b) 



En 3 dimensiones espaciales podemos definir el momento magnetico como m = 

J ^ X d I , haciendo la identificacion Id I ^ J dV tendremos, entonces, 
que m = J ^ X J dV . "Traduciendo" este concepto a 2 dimensiones espaciales 
"7* X 7" = EijX'jL Obteniendo con (3.10) " m" ^ g. 
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La solucion del sistema (3.13) en el limite de n grande (que 
corresponde a la teoria de CS pura) es a(r) = {g/ii)d^'^\l^), V{1^) = 
{q/li)C{r) , que cuando = corresponde a un punto de flujo con 
el comportamiento anyonico planteado. Cuando g ^ 0, acs no 
cambia y = fuera de la posicion de la particula. 

Cuando el termino de Maxwell esta presente, usando el he- 
cho de que asintoticamente Ko{x) ~ x~^/'^e~^ , tenemos que cuando 
jir » 

q 

ao r^O, Ui -eijdjC{iJ,r), (3-17) 

al igual que la teoria de CS pura. El parametro de comportamiento 
anyonico es para un circulo de radio R 

oiTuiR) = q{q- idg)RKi{ij,r), (3.18) 

el cual tiende a acs cuando R ^ oo, como es de esperarse. En 
el caso particular en que q - /ig = resulta que cktm = oics para 
cualquier contorno y las soluciones coinciden en las regiones exter- 
nas a la fuente. 

3.2.- Las teorias autodual y TM, y el problema de los aclopamientos 
no minimales 

Se ha dicho que cuando hay rotura espontanea de simetria, se 
pierde el comportamiento anyonico [32,33]. De hecho si consider- 
amos la teoria de CS pura con un termino adicional de la forma 
-m^a^a'", que podria venir de algun proceso de rotura espontanea 
de simetria, la accion del campo am corresponde a la teoria auto- 
dual con masa m^^ = m^/|//| . La ecuacion (3.3) seria ahora 

//£™^anai + m^a'" = J'". (3.19) 

Si tomamos J"^ como en (3.10) y el ansatz (3.11), es inmediato 



87 



obtener 



aAD{r) = -^(q + m,,g)Y{m,,r) + U^\-r'), (3.20,a) 



XAD{r) = 0, (3.20,c) 



VADir) = ( ""^^^ )r(m,,r), (3.20,b) 



donde el argumento de la funcion de Green de Yukawa se corre- 
sponde con la masa de las excitaciones. En el caso particular en 
que q + m^j^g = tendremos que Fmn = 0. El parametro de compor- 
tamiento anyonico para un circulo de radio R es 

a^^^R) = I^S^J^HlAEdlm^^RK^^m^^R), (3.21) 

que tiende a cero cuando i? ^ oo, y es identicamente cero q+m^og = 
0. 

En vista del equivalente entre las teorias Stm y Sad nos pre- 
guntamos si sera posible algiin acoplamiento no minimal que re- 
produzca en una teoria las soluciones de la otra. La respuesta a 
esta pregunta es afirmativa. 

Tomemos primero la teoria de CS con el termino de Maxwell 
(la TM) con un acoplamiento no minimal que corresponda a tomar 
J"^ en (3.9) como 

jm ^ \^mnlQ^j^ (3 22) 

y Ji como en (3.10). Las soluciones estaticas seran 

aTM{r) = -{q-iig)Y-^6^^\T'), (3.23,a) 
VTMir) = --{q- ^ig)Y{^ir), (3.23,b) 

y tomamos Atm = como eleccion de calibre (lo cual es posible 

tomando estatico al parametro de la transformacion de calibre). 
Observamos que (3,23) corresponde a tomar ii -^i y m? en 
(3.20). Asi cuando tengo la teoria TM acoplada no minimalmente 
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(~ ttmS'^'^^dnJi) , las soluciones estaticas corresponden a las de la 
teoria AD con acoplamiento minimal. 

Reciprocamente tomemos la teoria de CS con el termino de 
rotura de simetria (la AD) con el acoplamiento no minimal, que 
corresponde a resolver (3.19) con J"* como 

J^ = m^^e^"'a,e;z, (3.24,a) 

donde 

= qC{m^,r), = geijdjC{m^^r), (3.24,b) 

que corresponde a Q'^ = (-A)~V'", con J"^ como en (3.10). Las 
soluciones estaticas correspondientes, resultan ser 

aAD{r) = -^(g + m^^g)Y{m^^r) (3.25,a) 

VAD{r) = (^^^^)r(m,,r) - ^C(m,,r), (3.25,b) 

XADir) = 0. (3.25,c) 

Estas soluciones corresponden a las de la topologica masiva si 
tomamos m^^ ^ -fi, fi ^ -fi. El parametro de comportamiento 
anyonico es, para un circulo de radio R 

aAD{R) = + 9^^^^^^m,,i?Ki(m,,i?), (3.26) 

donde para el caso en que q+m^^g = 0, es igual al de la teoria de CS 
pura con parametro /i. Es importante recalcar que en este caso 
particular como asintoticamente el parametro de comportamiento 
anyonico no depende de m. 

El punto que no queda claro es cual sera el significado fisico de 
(3.24). 

3.3.- La teoria de Hagen 

Para la teoria de Hagen (ver capitulo II), las ecuaciones del 
campo am seran 

dmF^^ - Jle^^'dnai = -^^^^((1 - A) J- + is^^'dnJi), (3.27) 



89 



donde ^ = n/il - A). Tomamos J"" como en (3.10), y las soluciones 
estaticas son 

aH{r) = -Ji^Y^i^ - 1^9)Y(fir), (3.28,a) 

El parametro de comportamiento anyonico, para un circulo de ra- 
dio R es 

2 

aniR) = -- Tr\^i(I - MRKidlR). (3.29) 

^ {i- — A) 

Observamos que cuando A ^ tienden uniformemente a las 
soluciones correspondientes de la teoria TM. Para el parametro 
de comportamiento anyonico sucede lo mismo. Sin embargo es 
de notar que tanto asintoticamente, como en el caso particular, 

q - Jig = 0^ el parametro no depende de A. Esto ultimo esta en 
correspondencia con el hecho de que asintoticamente el termino 
dominante es el de CS. 

4.- Comportamiento anyonico en teorias de gravedad linealizada 
4.1.- La posibilidad de tener anyones gravitacionales 

La accion de una particula libre en un campo gravitacional es 

S, = -mj dr{-gmn^^Y'^. (4.1) 
Cuando tomamos la aproximacion de campo debil (o linealizamos) 

Qmn = Vmn + l^h^ obtCUemOS 

+ d'xhj^{x)T^^{X), (4.2) 

donde 

T^"(X) = ^ ^(5(2) ( ^ - X (t)). (4.3) 

^ ^ dt dt dr ^ ^ " ^ ' 
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Si pasamos al limite no relativista de (4.2), tendremos 

^^('^'■) ^^mj dtX^ + ^ / dthooiX) + nm J dthoi{X)X\ (4.4) 

que es igual a la accion de una particula en un campo electro- 
magnetico, si hacemos la identificacion [26,27] 

Kmh-Q. qai, ^Kmh^Q qao. (4.5) 

Este resultado nos induce a pensar en la posibilidad de implemen- 
tar dinamicamente estadisticas anyonicas en el contexto de teorias 
de gravedad linealizada. Esto fue presentado originalmente por 
Deser [29,30], con la teoria de gravedad topologica masiva lineal- 
izada. Sin embargo, veremos en la proxima subseccion que con la 
teoria TM no se logra una generalizacion uniforme de los resultados 
para teorias vectoriales [66] . La razon es que el termino topologico 
linealizado es de tercer orden y por lo tanto no domina sobre el de 
Einstein asintoticamente. 

El efecto del termino de CS vectorial se generaliza para teorias 
de gravedad linealizada con el termino de CS triadico (TCS) [66]. 
Consideremos, entonces, la accion 

S = -mJds + Stcs + « < /imnT^" >, (4.6) 

donde al linealizar la accion de la particula (4.1) hemos partido 
con la metrica en funcion de los dreibeins 

9rnn Vabi (4-7) 

y linealizamos los dreibeins, Cp" = Sp"- + nhp"- , lo cual produce el 
acoplamiento nhmnT'^'^ con T"^*^ simetrico. La relacion entre hmn 

y hmn 6S 

En (4.6) Stcs es 

Stcs = f < /ipa£^'^^9,/i/ > . (4.9) 
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Tomamos como fuente, T"*" 

T°o = mS^^\^), T^' = laeijdjS^^\l='), T'^ = 0, (4.10) 

que corresponde a una particula con masa m y momento angular 
intrmseco a {J cPxT^^ = j dPsijX^T^^ = <^)- Si hacemos la descom- 
posicion T + L de hmn 

hoo^n{r), (4. 11, a) 

hoi = Sijdjin^ - v^) + di{n^ + v^), (4.11,b) 
hio = Sijdjin'^ + v^) + di{n^ - v'^), (4.11,c) 
Kj = {5,jA - d,dj)h^ + {e^^^^^, + ej^d^d,)K^^ + didjh^ + £i,l(,4.11,d) 

las ecuaciones de movimiento para las hmn son 

l^eP'''drhs'' = -^«TP", (4.12) 
La componente 00 de (4.12) es el vinculo 

I^Sijdihjo = AcT°°, (4.13) 

que constituye la generalizacion del vinculo (3.4), como veremos. 
En funcion de las componentes T+L, (4.12) queda como 

(-A)(n^ + v^) = —6(1^), (4.14,a) 
A* 

EijdjAh^ + a,(A/i^^ + V) = '^e,^dj6iy), (4.14,b) 

n=^5(r), (4.14,c) 

+ ^£i«A(n^-v^) = 0. (4.14,d) 

Para resolver (4.14), notamos que si hacemos una transfor- 
macion de calibre estatica , n , -v^ , + v'^ , + j son 
invariantes, y 

5h^ = e^ 5h^^ = SV = -^Ae, 6{n^ - V^) = (4,15) 
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donde = ^, 6 = d^^^ + e,jdj(^ j Shmn = ^m^n- Fijamos el calibre 
h'^^ = , =h7' y tendremos 

Krr 

hoo{r) = (4.16,a) 

hoi{r) = 0, (4.16,b) 

hio{r) = EijdjCinr), (4.16,c) 

A* 

hij{r)='^Sij6{r). (4.16,d) 

La comparacion con los casos vectoriales es a traves de los hrfm de 
la linealizacion de la metrica. Asi con (4.8) 

hooir) = v'^(^)' (4-17,a) 
hoiir) = ^£iia,C(;,r), (4.17,b) 
/i,,(r) = — 5,,-5(r). (4.17,c) 

Luego de hacer la identificacion Ka ^ g y Km ^ q, notamos que 
^00 y ^oi corresponden a las soluciones para ao y en el sistema 
vectorial de CS puro (ecuacion (3.12) en el limite /i muy grande). 
El parametro de comportamiento anyonico sera. 

dx'h-^= (4-18) 

independientemente del contorno que escojamos. Este resultado 
es la generalizacion uniforme del obtenido para la teoria vectorial 
correspondiente . 



4.2.- El parametro de comportamiento anyonico para la teorfa VCS 
linealizada y la TM linealizada 

Visto el resultado obtenido para la teoria TCS pura, miramos 
la teoria que resulta de agregar la accion de Einstein linealizada 
a (4.6) [66]. Este sera el analogo a cuando tenemos el termino 
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de Maxwell presente, para el caso vectorial. Las soluciones deben 
coincidir asintoticamente ya que en este Hmite dominara Stcs ■ 

Las ecuaciones de movimiento para hmn son ahora las corre- 
spondientes a la teoria VCS linealizada con la fuente (4.10) 

(\^pmn^srl _ ^pml ^srn^^Q^Q^^^^ ^ fxeP""' dsK'' = -kT^". (4.19) 

La componente 00 es el vinculo 

{6ijA - didj)hij - f^Sijdihjo = -«t0°. (4.20) 

Al integrar (4.20) sobre todo el piano da la misma relacion entre 
Km y el flujo de Sijdihjo que se obtiene en (4.13). Esto se debe, al 
igual que en el caso vectorial, a que asintoticamente Ah'^ va como 
^Qg-/ir pQj, Iq contribuye. 

Haciendo la misma descomposicion que (4.11), las ecuaciones 
se transforman en 



A^/i^ + iiA{n^ + v^) = -nmS^^^ (^ ), (4.21,a) 



-An^ - iJiAh" = (4.21,b) 

IjlV + ^Ah^^ = 0, (4.21,c) 

-An^ -fin = -^<5(2)(r), (4.21,d) 

n + ii{n'^ -v^) = 0, (4.21,e) 

li{n^ + v'^) = (4.21,f) 

que es invariante bajo (4.15). Fijamos h'^^ =0, V = 0), = 
0(=^ v'^ = y = h'^ . Cada fijacion la hacemos con una de las 
componentes de ^m{^^,^ J respectivamente) . Al desacoplar el 
sistema obtendremos 

n{r) = «i!^i±if^y(^r) (4.22,a) 

hT^r) = -J^^^^±fl{C{f^r) - Y{nr)) (4.22,b) 

r{rij.) = -^ ^"^ + ^^V (H + ^Ciuiv) (4.22,c) 

^^(r) = '^C{^iT). (4.22,d) 
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Resaltamos que /?.„j^ no es simetrico 

Las hrnn correspondieiites son entonces 

h-QQ — K{m + iJ,a)Y{ij,r), (4. 23, a) 

h-Qi = eijdj[--{m + iia)Y{iir) + — C(//r)], (4.23,b) 

hjj = SijK{m + na)Y{iJLr), (4.23,c) 

donde observamos que /igo ~ ao, /ig-^ aj, en (3.16), luego de identi- 
ficar K.m q kct ~ . 

El parametro de comportamiento anyonico es para un circulo 
de radio R 

OLvcs{R) = ^^^^ - KmK{m + iia)RKi{iiR). (4.24) 

En (4.24) vemos que asintoticamente avcsiR oo) = arcs- 
Tambien sucede lo mismo para m + /la = y no dependera del 
contorno. Asintoticamente 

^00 ~ 0> % ~ e^j^j'^C{^ir), h-j ~ 0, (4.25) 

que corresponde a la (4.17). Cuando m + /xcr = las soluciones 
exteriores a las fuentes de ambos modelos {tCS y VCS) coinciden. 
Para la TM linealizada las ecuaciones de movimiento son [29] 

Ue^^rdiG'^'' + e^'^rdiGP'') - fxC^P = ixnT^"^ (4.26) 

donde 

Qpm ^ _^^prs^mltg^g^^_ ^^ ^T) 

Con la descomposicion (4.11), obtenemos que 

= -^h^, (4.28,a) 

= ^^ii^o-^^. (4.28,b) 
G'i = -\{h,^-d,d^)n, (4.28,c) 
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donde notamos que las partes sensibles a transformaciones de cali- 
bre n^,h^^ y no intervienen en la solucion de (4.27). Tomamos 



n 



= h^^ = y /t^ = /t^ , llegamos a que 

h-QQir) — n{m + iJ,a)Y{^r), (4. 29, a) 

hoiir) = s,J^J[-K ^'^^ '"'\ Y{^^r) - C{^^r))], (4.29,b) 

hjj{r) = 5ij [K{m + iJia)Y{ixr) - 2K'mC{iJ,r)] . (4.29, c) 



Observamos que (4.29) solo constituye la generalizacion uniforme 
del caso vectorial ( la TM vectorial ) cuando a = 0{g = 0). En el 
caso especial que m + iia = no hay posibilidad de comportamiento 
anyonico {Hq. = 0) y la solucion corresponde a la generada por una 
particula masiva sin spin en la teoria de Einsten linealizada [29]. 
Asi, puede decirse que el efecto del termino CS y del se cancelan 
mutuamente. 

El parametro de comportamiento anyonico es para un circulo 
de radio R 

aTM{R) = + - ^^RK,{^R)), (4.30) 

que difiere del "correspondiente" caso vectorial (la TM vectorial) , y 

observamos que axMiR) = (para cualquier contorno) si m+jia = 0. 
La analogia con el modelo TM vectorial se da como dijimos, cuando 
(7 = 0(^ = 0) [28,29,66]. 

4.3.- Parametro de comportamiento anyonico de la teoria AD y de la 
teoria de Einstein autodual 

Ya vimos para el caso vectorial que cuando hay rotura de 
simetria el parametro de comportamiento anyonico se anula. Con 
el termino TCS linealizado podemos considerar dos posibilidades: 

una cuando tenemos ademas de Stcs al termino de Fierz-Pauli 
(teoria autodual), y otra si ademas tenemos el de Einstein que cor- 
responderia a la gravedad de Einstein autodual. Ambas teorias 
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han perdido la invariancia de calibre y veremos que el parametro 
de comportamiento anyonico es nulo. 

Si consideramos la accion AD , partiriamos de (4.6) sumandole 
el termino de Fierz-Pauli ~ w?{hh - hh). Las ecuaciones de movi- 
miento para hmn , son 

lieP'''drhs'' - M^ih^'P - rf'hi^) = -kT^". (4.31) 

El metodo a seguir es el ya expuesto con T^"^ como en (4.10) y la 
descomposicion (4.11). Obtenemos 

hooir) = ^^^'\^) + ^^{m-m,^a)Y{m,,r), (4.32,a) 
hio{r) = hoi{r) = " iTT'An(^)^ijdjY{m^jyr), (4.32,b) 

h^jir) = + '^(rn - m,,a){6,, - ^)F(m,,<^.32,c) 

y como hmn = hnm , rcsultard que h^^^ = 2hmn ■ En (4.32) ttiad = M'^/fi 
corresponde a la masa de las excitaciones de la teoria autodual. El 
parametro de comportamiento anyonico sera para un circulo de 
radio R 

KmK{m - mADO-) , . , . 

OiAD{R) = -mADRKi{mADR), (4.33) 

que tiende a cero cuando R ^ oo. Cuando m - mAnc^ = 0, oad es 
identicamente cero. La analogia con el caso vectorial se obtiene si 
se identifica km ^ q y ka ^ g. 

Para la teoria de Einstein autodual partiriamos del sitema 

- M^ih^'P - riP'^h/) = -kTP"". (4.34) 

Las masas de las excitaciones, como vimos en el Capitulo V son 

(e = fi/M) 

Me ( 



m± = 



2 



^Jl + -±1). (4.35) 
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Siguiendo el mismo proceso y descrito, obtenemos, de nuevo, 

que hmn = hnm J 

h-QQ — ^ [m-|-(m — 'm+a)Y{'m-\-r) + 

+ m-(m + m-a)Y{m-r)], (4.36,a) 

hoi = rn+ + mJ '^^^^^^ ~ m+a)Y{m+r)- 

— {m + 'm^a)Y{m-r)], (4.36,b) 
hjj= ■ [m+{m-m+a)(5ij '-^)Y{m+r)+ 

171+ + 171- -r y \ J y X -r / 

+ m_{m + m_a)(6ij - -^)r(m_r)], (4.36,c) 

El parametro de comportamiento anyonico, para un circulo de ra- 
dio R, es 

c^Ef^nAR) = \Km+R(m — m+a)Ki(m+R) + 

R{m + m-a)Ki{m-R)], (4.37) 

que tiende a cero si hacemos tender R^ oo. 

El resultado (4.36) podiamos obtenerlo directamente teniendo 
en cuenta el hecho que el propagador de la accion de Einstein au- 
todual es la combinacion lineal de dos propagadores autoduales. 
Para esto tomamos M = /i en (4.32) y tomamos esto como el resul- 
tado para la teoria AD con helicidad +2. Lo Uamamos /i^2(M) . Es 
inmediato notar que, en virtud de la ecuacion (2.18) del Capitulo 
V, para la teoria autodual 

hmn = ] [m+hl^^{m+) + m_/i^2("^-)]> (4-38) 

m+ + m_ 

que corresponde a las ecuaciones (4.36). 

4.4 La teoria autodual con acoplamiento no minimal 



En virtud de la analogia que existen entre las teorias de spin 
1 y spin 2, probamos que sucede si miramos el comportamiento 
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anyonico de la teoria AD con una fuente de la forma 

f"^^ = -mADe''^'di{-A)-^Ts'^, (4.39) 

con T"'" igual que en (4.10). Esta forma particular de fuente la 
escogemos en analogia con eso vectorial (ecuacion (3.24)). Obser- 
vamos que T""" no es simetrica. 

Partimos de (4.31) con la guente (4.39) y uiad = ^ = t^i con- 
siguiendo en principio que /i^^, -v^ y n^ + v^ son nulos. Las 

ecuaciones restantes son 

-mAD/^h^ + A(n^+^) - m^z,A/i^ = ^^!!M^5(2)(r), (4.40,a) 

yriADin^ + v^) - Ah^ = KmC{mADr), (4.40,b) 

mAD {n^ - •y^) - n = 0, (4.40,c) 

ruADh^ + {n^ - v^) + mAD{-A)-^n = -'^C{mADr), (4.40,d) 

h'^ + (-A)-^n = 0, (4.40,e) 

de donde 



n{r) = — Y{mADr), (4.41,a) 

h^{r) = _ ^("^ -^AZ)a) _ Y^ruADT)), (4.41,b) 

2fxmAD 

h'^ir) = -77^^^C{mADT\ (4.41,c) 

ZlllJlAD 

y KmAD{m-mAD(7)^f . km ( a A^ a\ 

n (r) = — YijnADr) - -^C{mADr), (4.41,d) 

v^{r) = -^C(mADr), (4.41,e) 

Las soluciones (4.41) son iguales a las de la teoria VCS si hace- 
mos la identificacion itiad ^ -a*5 A* ^ -A* y fijamos a iih^ = -v^ . El 
comportamiento anyonico, a partir de (4.41) es, para un circulo de 
radio R 

aAoiR) = 1 - mADO-)mADRKi{mADR)- (4.42) 
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Este es igual al de la teoria TCS asintoticamente, observamos 
que esta igualdad de comportamientos anyonicos no depende del 
termino inercial, solo del termino TCS. aAoiR) = avcs(-R) (e- 
cuacion (4.24)) si hacemos la identificacion antes senalada. Con- 
cluimos entonces, que la teoria VCS en un calibre y acoplamiento 
minimal con la fuente (4.10) corresponde a la teoria autodual con 
un acoplamiento no minimal. 



Capi'tulo VII 

CONCLUSIONES 



En este trabajo hemos introducido y analizado nuevas teorias 
en 2+1 dimensiones. Una de estas es la Gravedad masiva Vectorial 
de Chern-Simons. Esta tiene la accion (Capitulo IV) [43,47] 

Svcs = Se± iJ'Stcs, (6.1) 

donde Se es la accion de Einstein y Stcs es el termino de CS 
triadico. Svcs representa a una teoria curva que propaga una ex- 
citacion masiva de helicidad 2ii/\ii\. Tiene la ventaja respecto a 
la teoria TM existente, que es de segundo orden. Sin embargo, 
no tiene invariancia Lorentz local; aunque mantiene la invariancia 
bajo transformaciones de coordenadas. A nivel linealizado hicimos 
un estudio dinamico bastante amplio, que no habia sido realizado 
ya que, S\^Qg , solo habia aparecido como una accion intermedia en- 
tre la accion maestra de spin 2 y la teoria autodual [17]. Se analizo 
su espectro fisico covariantemente, se hallo su accion reducida y se 
analizo parcialmente con el formalismo canonico. Como posibles 
ampliaciones al estudio de esta teoria queda el analisis canonico de 
la teoria curva, asi como la busqueda de soluciones exactas a sus 
ecuaciones de movimiento. 

Dentro de los resultados resaltantes de esta tesis esta tambien el 
hecho de que los fenomenos fisicos que se encuentran en las teorias 
de spin 1 se repiten uniformemente en las teorias de spin 2: 
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1) Tenemos una teoria invariante bajo P y T que describe a dos ex- 
citaciones masivas de igual masa y helicidades opuestas. Para spin 
1 esta la teoria de Proca, para spin 2 la de Fierz-Pauli. La "raiz" 
de sus ecuaciones de movimiento nos proporciona la "condicion de 
autodualidad" que verifican las partes dinamicas del campo matriz. 

2) Tenemos una teoria autodual {AD) para spin 1 y 2, cuyas ecua- 
ciones de movimiento son justamente la condicion de autodualidad 
(sobre y h^^) ya mencionadas. Estas teorias AD violan P y 
T, no son sensibles a transformaciones de calibre, y describen una 
excitacion masiva de masa m y helicidad +16-1 (+2 6-2) de- 
pendiendo del signo con que aparece m en la acci6n. Estas acciones 
autoduales tambien existen para spines altos y conjeturamos que 
existen para cualquier spin entero [19,20]. La condici6n de autodu- 
alidad constituye una realizacion de la ecuacion de Pauli-Lubanski 
que verifican las distintas representaciones irreducibles del grupo 
de Poincare en 2+1 dimensiones [67]. 

3) Existe una teoria masiva invariante de calibre de segundo or- 
den. Para spin 1 es la teoria TM y para spin 2 la gravedad VCS 
linealizada. Estas teorias son equivalentes a las teorias autoduales 
como teorias libres [16,18,31,44] (Capitulo II y III). Esto ocurre 
tambien con teorias de spin 3 [20]. Puede probarse, tambien, que 
las teorias son equivalentes can6nicamente en el sentido que una 
corresponde a la otra con el calibre fijado ([36,44] y Capitulo III). 
Cuando hay fuentes externas las teorias deben estar acopladas de 
manera distinta con la fuente para mirar su equivalencia. 

4) Las teorias invariantes de calibre de segundo orden pueden sufrir 
un proceso de rotura de simetria. Para spin 1 la teoria con simetria 
rota es la de Proca-Chern-Simons 

Spcs = SMaxweii — I^Scs " m?Sp, (6.2,a) 
para spin 2 es la de Einstein autodual 



S% ' = Se- iJ'Stcs - w?Sfp- 



(6.2,b) 
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Ambas teorias vimos que describen 2 excitaciones masivas, auto- 
duales, de masas distintas 



y tienen energia definida positiva (Capitulo V) [34,51,52,54,56]. 
Este resultado tambien se verifica con la teoria invariante de calibre 
de spin 3. 

5) Es posible implementar dinamicamente estadistica y spin frac- 
cional. Para spin 1 el termino responsable de esto es el de CS 
vectorial. Para spin 2 encontramos que es el de TCS linealizado 
(Capitulo VI) [66]. Este cuadro se mantiene asintoticamente en 
presencia del termino de Maxwell, para el caso de spin 1 [29,30]; y 
del termino de Einstein, para el caso de spin 2 [66]. Cuando hay 
acoplamiento minimal y se ha roto la simetria, se pierde el com- 
portamiento anyonico. Este se mantiene si el acoplamiento es no 
minimal (Capitulo VI). 

Dentro de estas comparaciones incluimos a la teoria TM line- 
alizada, encontrando que no es posible romper la invariancia de 
calibre de 5"^'^ parcial o totalmente (Capitulo V) ya que la teoria 
resultante tiene energia no acotada inferiormente. El parametro 
de comportamiento anyonico no es igual al caso de spin 1 y en 
determinado casos (m + //cr = 0) no lo hay (Capitulo VI) [66]. 

Finalmente queda como pregunta abierta la implementacion de 
estadistica fraccionaria a nivel covariante curvo. 




(6.3) 
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APENDICE A 

CONVENCIONES PARA TEORIAS DE 
GRAVED AD CURVA Y LINEALIZADA 



A.l Transformaciones bajo difeomorfismos 
Ante un cambio de coordenadas 

x^x' = x-^(x), (A.l) 

los objetos quedan definidos por su comportamiento ante estas 
transformaciones : 

a) Un escalar cambia como 

Sf{x) = rdmf, (A.2) 

b) Para vectores covariantes Um y contravariantes 

SUm = CdnUm + (dUnUn, (A.3,a) 

^ym ^ ^ng^ym _ d^^^^V , (A.3,b) 

c) Un tensor general cambia como 

+ dn^eTZ::. + ■ ■ ■ (A.3,c) 



d) Una densidad de peso p 
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6h = ^^dr,h-pdnCh, (A.4) 
e) Para una densidad vectorial A;"^ de peso p 

Sk"^ = Cdnk"^ - {dnCW - pdnCk"^, (A.5) 

A. 2 Derivadas covariantes, conexiones, tensores de Riemmann, Ricci 
y Einstein 

Las derivadas covariantes de un vector covariante o contrava- 
riante son 



VmUn = dmUn - TJ^^C/z, (A.6,a) 
VmV^^dmV^+Vl^y, (A.6,b) 

las cuales transforman bajo difeomorfismos como vectores. 
no es un buen tensor, pero la torsion si lo es 

El tensor de curvatura i?mn/^ se define por el conmutador entre 
derivadas covariantes 



[Vm,Vn]V' = RmnsV - Tmn'T>sV\ (A.8) 

donde 

RmnJ = dmV'^, + T^.r;, - (m ^ n). (A.9) 

Las identidades de Jacobi para los conmutadores permite hallar las 
identidades de Bianchi para Tmn J Rmnf 
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VrRmns + TmnRtrs + (ClCliCOS T, m, n) = 0, (A.10,a) 

Rmnr - ^rTmn - T^nTsr^ + (ClcHcOS 611 r, m, n) = (A.10,b) 

Con el tensor de curvatura o tensor Riemmann se define el 
tensor de Ricci como la contraccion 

Rmn = Rlmn — Rnmi (A. 11, a) 

el cual al contraerlo, da el escalar de curvatura 

R=Rm'^. (A.ll,b) 

En d dimensiones el tensor de curvatura tiene {l/12)d'^{(f - 1) com- 
ponentes independientes y el de Ricci {1/I2)d{d+ 1). 
Con Rjnn J R se define el tensor Einstein como 

Gmn — Rmn '^9mnR (A. 12) 

el cual es covariantemente conservado, en virtud de las identidades 
de Bianchi (A. 10) 

D^G"^^ = 0. (A.13) 



A. 3 Particularidades en d=2+l 

En tres dimensiones, el tensor de Einstein y de Riemmann 
tiene el mismo mimero de componentes independientes. Asi que 
uno puede expresarse en funcion del otro. De hecho 

Rmnf = —£mnt£^plG*'^. (^-14) 

Asi, no es posible definir el tensor de Weyl de manera usual. Sin 
embargo tenemos un tensor conforme. Este es el tensor de Cotton 
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C""" = -^e'^P^VpRi'', (A.15) 

el cual es simetrico, tiene traza nula y es covariantemente conser- 
vado. En (A.15) 

-Rm" = Rm^ — -^Sm^R (A. 16) 



A. 4 Lenguaje de las Triadas 

Resulta conveniente, en ocasiones, remitirse al espacio tangente 
de la variedad. Ahi, introducimos las tetradas (vielbeins), Ca, las 
cuales tienen componentes curvilmeas e^™ , sus duales, e" , tendran 
componentes Cm'". Asi 

ea'^em' = 5a'. (A.17) 

Referimos a los indices "de mundo" con las letras intermedias 
del alfabeto y a los indices del espacio tangente con las primeras 
letras del alfabeto. 

En el espacio tangente definimos las transformaciones que con- 
servan la norma VaV^ 

5V'' = SUa = -X^Ua, (A.18) 

y respecto a estas transformaciones tenemos las derivadas cova- 

riantes 



DmUa = dmUa - OJraaUb, (A.19,a) 
DmV = dmV + FWb". (A.19,b) 



OJr. 



transforma como una buena conexion 



(A.20) 



Ill 



Para objetos mixtos, como por ejemplo e^", la derivada cova- 
riante total es 

T^m^n^ — Dm^-ri^ — T^^^Bi^ . (A. 21) 

Por consistencia entre las definiciones se pide que Vm e^" = . Asi 

DmCn'' = rt„,ez", (A.22) 

Por lo tanto 

T 'p/" = (D e - D e ^ 

= 2^mn (A.23) 

Cuando Tmn"" = es posible obtener Um°' en funcion de em"" • 
Podemos, tambien, definir el analogo al tensor de curvatura. Este 

es Rmna — 9m^na dnU!ma ~l~ ^na ^mc ^nb ^mc 5 Y 

[D^,Dr,]V''^V'Rmnb''- (A.24) 

Resulta que 

Rmna — Rmnl ^ a (A. 25) 

En dimension 2 + 1 Uamamos al vielbein, dreibein (triada). En 
esta dimension podemos definir "duales" a los i?^ ^ ■ ^ 



T^e^^'ajmbc (A.26,a) 



2 



1 b 

^mn"' = 2^"^''"^^"'"^' (A.26,b) 



Y, aun mas 



r>**pa ^ pmn r)* a 



S Rmnbc- (A.26, 



112 



El determinante de dreibein es 

1 



6 — 3!^^ ^abc^p ■> (A. 27) 



asi 



Ca^ — n ^abc^m Cn • (A. 28) 

ze 



Puede mostrarse que 



R**P''eJ = eGP\ (A.29) 
Por ultimo, la solucion a (A. 23) es 

^^m'^ — ifimb^p"^ ^^^^ ^r^s^ ^ ^^^rn'^ ^pb^^^^ ^r^s^) (A. 30) 

A. 5 La accion de Einstein y su linealizacion 

La accion de Einstein 

Se = -^{V^R), (A.31) 
se escribe, alternativamente, como 

Se = ^ {epaS^'^-'R^mnl ■ (A.32) 

La prescripcion al linearizar es e^" = Sm"' + khm"' , obtenemos 
entonces 

Al linearizar la metrica {gmn = Vmn + khi^li) el tensor de Einstein 

es 

- d'^d'^hi'^'^ + r/"^"(n/i(") - drdshT')) (A.34) 
= - \s'^'-'e''^Pdrdih['^ (A.35) 
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A nivel linealizado (A. 30) se escribe como 

— 2^'^°^^^'^ dphjif -\- s""^^ d^hj^^ (A. 36) 

que podemos sustituir en (A. 33) y obtenemos 



'E ^ - -pa 

con 



(A.37) 



= hpa + hap (A.38) 



APENDICE B 



OPERADORES DE PROYECCION Y 

TRANSFERENCIA PARA TEORIAS 
DE SPIN 2 EN D=2+l 



Para el calculo de los propagadores de teorias de gravedad 
linealizada, resulta de gran utilidad el uso de los operadores de 
proyeccion. Estos proyectan al campo hmn en sus distintas partes 
irreducibles, lo cual convierte el problema de hallar el propagador 
en uno netamente algebraico. 

Ademas de estos operadores de proyeccion, los cuales como 
veremos constituyen una descomposicion de la "unidad", necesi- 
tamos los operadores de transferencia. Estos tienen la propiedad 
de transferir una componente irreducible, de hmn, a otra de igual 
spin. Especializamos a D=2+l lo ya hecho en D=3+l [1,2]. 

Para campos vectoriales, la construccion de los operadores de 
proyeccion, es un problema trivial. Ademas de que no es necesario 
introducir operadores de transferencia. 

Introducimos, primeramente los operadores 



9"^ 



los cuales cumplen 
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dmd"^ = 1. (B.2) 
La accion de dm se entiende en el espacio de Fourier, ya que si 



entonces 



(27r)3 J {k^kiY/^ 
Introducimos el proyector transverse 

P^- = 5^" + a;„-, (B.4) 

donde a;^" = dmd"^ • El proyector P^*^ manda a cualquier campo 
vectorial en su parte transversa 



Pm^Vn ^ ; a-^Fj = 0. (B.5) 

Como es sabido la parte de spin 1 de un campo vectorial esta 
en su parte transversa V^- Esta, a su vez, tiene dos helicidades 
posibles. Podemos proyectar a F^en estas, con los proyectores 
P±m^ 1 definidos por 



P±m"=^(Pm'^±em"), (B.6) 

donde hemos introducido el operador 



t n 



Sm'^^dr, (B.7) 



el cual es como la "raiz" de P^n" y ademas es sensible a paridad. 

Asi que los proyectores P±m'^ son sensibles, tambien, a paridad. 
Los operadores P^*^ , P±m" y Cm" , verifican el algebra 
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Pm Pn — P-m, 7 (B.8,a) 
W'U = Pm', (B.8,b) 
p nt I — t np I t I (B^ c) 

P±m''Pn = PnJ'P±n = P±ra\ (B.8,d) 
P±m''in = WP±J = ±P±m\ (B.8,e) 

La descomposicion de la unidad para campos vectoriales es en- 
tonces 

1^" = + + o;^-, (B.9) 

donde a;,„" es el proyector en la parte de spin 0. Podemos pasar 
ahora a los proyectores para las distintas partes de un objeto de 2 
indices, hmn- 

Hacemos una descomposicion primaria de la unidad, imn^ = 
^rJ^n^ , en sus partes simetrica y antisimetrica. 

1 = 5 + A, (B.IO) 

donde 



Smn'' = liSjSn' + Sm'Sn'), (B.ll,a) 
AmJ' = liSjSn' - 5m'5j). (B.ll,b) 

La parte de spin 2 de hmn esta en la componente simetrica, 
transversa y sin traza hmJ^ {hmJ^ = KrJ\r]'^'^hmJ^ = d'^hmJ* = 
0) . Su parte de spin 1 se encuentra al tomar divergencia respecto 
a algun mdice, y la parte de spin al tomar traza, o la doble 
divergencia. Siguiendo estos lineamientos tenemos que las 9 com- 
ponentes que originalmente tienen hmn, de las cuales extraemos 6 
con S y 2> con A, quedaran repartidas asi: 
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{2 de spin 2 
2 de spin 1 
2 de spin 

, ...... f 2 de spin 1 



Asi para la parte simetrica, tenemos que los proyectores que 
nos extraen las partes de spin 2, spin 1 y spin 0, de Smn^his = /imn, 
son respectivamente 



Observamos que por construccion P| es transverse y sin traza, re- 
querimiento exigido a la parte de spin 2. Para P| vemos que es 
una construccion simetrica donde primero se toma la divergencia 
y luego se proyecta "lo que queda" en su parte transversa. Final- 
mente, para las componentes de spin 0, toma la doble divergen- 
cia y esta relacionado con la traza. Una manera alterna para 
las componentes de spin es construir el proyector que extrae la 
traza 



y luego exigiendo que S = Pg + Pg + T + R, queda perfectamente 
identificado el proyector que estara relacionado con la doble diver- 
gencia, de manera analoga como esta relacionado P^ con la traza, 




Tr 




Is 



(B.13) 



de hl± . Asi [2] 



-mn 



Is 




(B.14) 
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donde 

Qmn = Vmn ~ ^^m^n- (B.15) 

Nosotros tomamos (B.12) como la descomposicion de 5. Es decir 

S = Pl + Pl + P^s + Pw- (B.16) 

La descomposicion de , se obtiene de forma analoga. Tenemos 
que los proyectores en las partes de spin 1 y spin 0, son entonces 

mn^ — -^{Pm''^n'^ — Pm^<^n — Pn^m'^ + Pn^l^m''), (B.17,a) 
Pb mn' = liPm'Pn' ' Pm'Pj). (B.17,b) 

En particular P% puede reescribirse como 

Pb mn' = "2^"^"^'*" (B.17,a) 
concluimos, entonces, que la unidad se descompone como 



1 = S + A 

= {Pi + P] + P| + P^) + (P^ + po ). (B.18) 

La proyeccion en cada una de las partes de h^^ puede, todavia, 
particularizarse mas. Esto se debe a que cada componente de spin 
distinto de tiene dos helicidades posibles. Ademas, si tomamos 
la "traza" de P|, Pj, P^ (i.e. traza de Pmn" es Pmn""'"), estas dan 
2, lo que corresponde a la "dimension" del subespacio en que se 
proyecta. En particular para la parte simetrica, transversa y sin 
traza ( o de spin 2) reconocemos sus dos partes [3] 

hi^r = lihl^n ± liUV + ^n'Smlhl^ (B.19) 



Asi, tenemos que 
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PlsmJ" = l[P±JPn' + P±m'Pn + P±n Pm' + P±n PrJ ' P'^'^Pls], (B.20) 

y ya que P^*^ = P+m"^ + P-m^ , es facil convencerse que 



Pismn" = liP±m^U;n' + P±m'u;J + P±n^Um' + P±n'u;J), (B.21,a) 
PlEmn" = l{P±m'u;n' - P±m' UJn' - P±n'u;m' + P±n'u;J), (B.21,b) 

Ademas 



Pl = Pls + P-s^ (B.22,a) 
Pk = Pls + P'-s, (B.22,b) 
Ph = PlE + P-E, (B.22,c) 

Asi en dimension D ^2 + 1 tenemos un proyector para cada una de 
las componentes irreducibles de hmn- Cada uno de estos proyec- 
tores es ortogonal al otro, como se mostrara mas adelante. 

A pesar de la completitud de estos proyectores, antes cons- 
truidos, no es posible construir con ellos a todo operador diferen- 
cial que actue sobre un objeto de 2 indices. Existen otros oper- 
adores, u operadores de transferencia, que mandan una parte de 
spin y helicidad definida en otra de igual spin y helicidad. Estos son 

Psw^ Pws^ Pbw^ Pwb^Psb^Pbs^ Pks J Pse^ donde la letra submdice in- 
dica primero el sector de llegada y segundo el de partida. Pedimos 
que ademas cumplan PwPws ~ Pws ■> PwsPsw ~ Ps ■> PswPws ~ Ps ■> 
PsePes = Ps 6tc.. Obteniendo 



Pswmn^ — (B.23,a) 

PwSmn^ = -^'^mnP^^, (B.23,b) 
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pO Is 
^SBmn — 


- P 




pO Is _ 
BSmn 


_lt pis 




pO Is 
^WBmn ^ 


—u f^' 




pO Is 
^BWmn — 






pi Is _ 
^ESmn — 




Pm )) 


pi Is 

^SEmn — 







(B.23,c) 
(B.23,d) 
(B.23,e) 

(B.23,f) 

(B.23,g) 
(B.23,h) 

Ademas Pg^ y Pes tienen sus respectivas versiones P]-se Y P±esi 
con = PlsE + P-sE y Phs = P+Es + P-Es^ ^onde en vez de P^" 
ponemos P±rn" • Para los sectores, de spin 2 (partes + y -) no hay, 
por definicion, operadores de transferencia. 

Si Uamamos Pf a los proyectores, con q; = 0, 1,2 e I = S,W,E o 
S, segiin el case, y Pfj a los operadores de transferencia, tendremos 
que se verifica el siguiente algebra 



p«pf = S'^^SijP^, (B.24,a) 

PFPSk = '^"^^/JP/K, (B-24,b) 

PfjP^ = S'^^SjkP^k, (B.24,c) 

PrjPL = ^''^SjKP?L si I^L, (B.24,d) 

P?jP?ci = S'^f'SjKP?, (B.24,e) 



donde no se aplica la convencion de suma de Einstein. Para los 
proyectores y operadores con versiones + y - estas reglas se cumplen 
entre proyectores u operadores de igual "helicidad" . 

El proyector transverse respecto al 1^*" mdice. 

Para el calculo de algunos propagadores necesitamos escoger el 
calibre d'^hmn = . Esto es equivalente a pedir que 



121 



uj'^^r]'''his = 0. (B.25) 

Resulta que 

u^JSn' = (P^ + liPs + Ph- PsE - Phs)W'. (B.26) 

Como h = {Pi + Ps + Ps + Pw + Pe + Pb)^, si definimos h?^ = 
{hmn t.q. d'^hmn = 0}, tendiemos que 

h^=iPl + Pl + P'B + l{PkE+Pks + Ps+Pk))h 

= Tjnn^his, (B.27) 

y TrnJ^ es un proyector, con las caracteristicas exigidas 

Tmn^ = PrnPn^ + Prn'-^n^ ^ (B.28,a) 

T^r!'Tir = Tmn'''' \ d^T^J' ^ ^. (B.28,b) 

Si hmn fuera ademas simetrico, el que sea transverse respecto 
a un mdice implicaria, que lo es respecto al otro. La construccion 
del proyector es mas sencilla y resulta ser 

T^s) ^ p2 ^ po (B.29,a) 

T^l'" = liPJPn' + Pm'Pn). (B.29,b) 

Observamos que tr{T) = 6 y tr(T<^*)) = 3, como debe ser. 
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